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^''^''! AGLI STUDIOSI 

'"^ DELLE MATTEMATICHE 

OLI EDITORI 



Uopo aver dato in luce con plauso di tutti ì più in^ 
telligenti Mattematici gli Elementi di Ceometria del 
celebre Le^Gendre tradotti con la possibile accuratez^ 
za in italiano; non sipotea certo da noi proseguir me^ 
glio a presentar il corso dello studio delle Mattematir^ 
che , quanto in pubblicar come facciamo gli Elemen- 
ti di Algebra del Sig. Dott. Paoli, superiore ad ogni 
elogio che potessimo fame , se pur la sua modestia ci 
permettesse di farlo . 

Il plauso con cui venne accolta la prima edizio^ 
ne di essi, quantunque riuscita disgraziatamente scor-- 
retta; le ricerche continue che si fanno della non ele- 
gante edizione di Torino; e la stima sopra tutto che 
professiamo al celebre Autore ci ha fatto risolvere a 
pubblicar la presente sotto gli occhi dell'Autore stes^ 
so, accoppiando in essa, per quanto è stato possibile, 
oltre una scrupolosa correzzione, V economia necessar 
ria per un libro di scuola alla nitidezza, esattezza, e 
perfezione tipografica . Ognuno che vi ponga V occhio 
potrà agei>olmente convincersi di quanto sia essa su^ 
periore a tutti i libri di algebra che si sono pubblica- 
ti, e si pubblicano attualmente in Italia . 
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Né meno certo ci abbisognaoa per corrispondere 
in qualche modo alle gentilezze delV Autore y che non 
solo sì è voluto prestare alle nostre premure accudenr 
do all'edizione ; non solo ci ha offerto dei notabili 
cambiamenti y rischiaramenti ^ ed a^iunte nel corso 
dei due Volumi già pubblicati ; ma si è voluto occu^ 
pare ancora della composizione d'un intiero terzo Vo- 
lume y che vedrà ora per la prima volta la luce. Corifa 
terrà questi una più ajnpia esposizione di alcune mar 
terie nei precedenti Volumi troitaie; altre nuovamerir- 
te esponendone y ed in specie V eccellente rigorosa ma- 
niera di presentare iprincipj del Calcolo Differenzia- 
le immaginata dal sommo geometra La-Grange ^ ser^ 
vira di ^supplemento agli altri due; e porrà i giovani 
sulla strada delle più importanti ricerche analitiche 
in questi ultimi tempi intraprese . 

Speriamo dunque che la gioventù specialmente, 
lu quale in Italia si è rivolta da poco in qua in gran 
numero allo studio delle Mot tematiche, ci saprà buon 
grado delle nostre cure; come degli attestati non equi-- 
voci di gradimento hanno superate di gran lunga 
sempre le nostre speranze in ogni intrapresa tipograr' 
fica, che ha veduto la luce da questi torchi . 
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PREFAZIONE 

DELL' AUTORE 



Ir ra tutti quelli ^ che in Italia si danno allo studio delle Ma* 
tematiche, se gualche genio sublime si eccettua, il quale con 
la forza del suo spirito abbia trionfato di tutti gli ostacoli, e 
siasi posto a livello d^ Geometri oltramontani , pochi altri si 
contano, che giungano alla mediocrità. Né ciò si deve ripete^ 
re dalla mancanza degli ingegni, che abbondano in Italia, co» 
me per tutt' altrove, ma dal mal inteso metodo d' insegnare le 
Matematiche: poiché quivi non si pongono nelle mani de*gio* 
vani che Elementi mólto leggieri, i quali compariscono facili , 
perchè sono inesatti , e non trattano , in ciascun ramo della 
Scienza, che di qualche caso particolare. Il primo inconve'^ 
niente che ne nasce, è quello, che i giovani si avvezzano a 
contentarsi di Una tal quale evidènza; giacché una dimostra* 
zione rigorosa non può ottenersi, che quando la cosa si consi* 
dera in tutta la sua generalità . Inoltre, é certo che niunopuò 
rendersi abile, se non leggendo le Opere de" gran Geometri, i 
quali suppongono nel lettore la scienza portata a quel grado, 
in cui si trova, allorché scrivono . Ora chi non ha trovato negli 
Elementi, che quelle cognizioni soltarUo che si avevano un se* 
colo addietro , al primo leggere de' libri degli Euler , de' d'Alem- 
bert , dei de la Grange si (Sbatte in difficoltà insuperabili * Di 
qui il più delle volte succede, che o abbaruiona affatto Fintra* 
presa carriera, o si contenta di rimanere nella ristretta sfera 
delle cognizioni pia elementari ^ passando la vita d'elemento 
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in elemento, ed in ciò fare talvolta è confortato dalla, impera 

zia de^ Maestri, i quali non essendo in stato di toglierli quel^ 

le difficoltà, che essi pure incontrano, gli consigliano ad aste' 

nersi da certe ricerche, che con simulato, ma prudente disprez* 

za caratterizzano come intralciate ed inutili . Qualche volta 

però persistono neW incominciato camino , e vanno qua e la 

cercando di riempier le lacune , che trovano nelle loro cognizio^ 

ni; ed in ciò fare senza alcuna regola perdono molto tempo, 

onde appena riesce loro d^ intendere alcuni d^ libri magistrali, 

non che di contribuire con le loro proprie ricerche alF avanza» 

mento della Scienza . NeUa complicazione , cui è giunta VAl^^ 

gebra,si rende necessario un metodo, il quale il più presto che 

è possibile, avuto riguardo alla capacità d^ giovani, li ponga 

in grado di leggere senza inciampo i libri de* Geometri del 

prin^ ordine. Un tal metodo appunto è quello, che io mi son 

proposto di delineare in questi Elementi; e perciò ho procurato 

di toglier di meìszo le ricerche inutili o inesatte, o particola* 

ri ; ed in ciascun ramo della Scienza ho tentato di porre i gio» 

vani sulla strada de' metodi più generali e più accurati, che 

di presente si conoscono . In qualclie parte ho potuto trattar la 

materia in tutta P estensione relativamente alle cognizioni, die 

finora abbiamo: le altre formano una introduzione alle Opere 

grandi; e qui ho procurato di porre in chiara luce iprincipj , e 

togliere quelle difficoltà, che nella lettura delle medesime si so- 

gliono incontrare. Il tutto poi nti sono studiato di dimostrare 

con esattezza, e col massimo rigore; non appoggiando mai la 

prova alla felice riuscita ne' casi particolari, ma deducendola 

a priori dalla natura della cosa. Su questo punto mi pare di 

aver supplito a molte mancanze, che si trovano nella maggior 

parte da' libri, specialmente elementari, i quali invero nulla 

dovrebbero contenere, che non fosse evidentemente certo . Gita» 

dicheranno i Geometri, se io sia riuscito felicemente nel piano, 

che mi sono proposto: ma in qualunque modo il mio libro potrà 

essere utile ad altri ^r farne un migliore . Mi resta solo ad av^ 
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vertirej che non ho manciUo di citare gli Autori delle scoperte 
pia grandi, e di quelle specialmente, che al nostro secolo ap^ 
partengono: ma sarei stato troppo lungo, se ancfie nelle mino* 
ri ricerche avessi dato a ciascuno quanto gli è dovuto . Ciò* 
scuno adunque potrà riconoscervi il suo , che io non intendo 
usurparmi ; contento , se qualche piccola petrte ne rimane anche 
a me o nella esposizione de' metodi, o nella invenzione. 
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DI ALGEBRA 



PARTE PRIMA 



^ 



lALL' ÀLGEBRA DELLE QUANTITÀ FINITE 



CAPITOLO PRIMO 

DeW Algebra ingenerale* 

I. 

di chiama quantità o grandezza tutto ciò che è sttscettibrle di 
accr«8cì mento o di diminnzioiie , tutto ciò di cui si può asse- 
gnare o concepire il doppio o la metà , il triplo o la tersa par- 
te, ec. Cosi il tempo , il peso , i numeri , le linee sono quantità, 
jperchè si può concepire che il tempo, il peso, i numeri, le li- 
nee vadano continuamente crescendo secondo qualunque rap- 
J)orto . Non così le qualità morali , come sarebbe rattenzionel, 
a diligenza, sono quantità, perchè quantunque Ti sia un'at- 
tenzione e una diligenn maggiore di un'altra, non si può .però 
concepire che una sia doppia dell'altra, e in generale non si 
possono né assegnare né concepire i gradi del loro accrescimen- 
to o diminuzione • E chiaro ehe yi sono molte diverse specie di 
quantità , e da esse hanno, origine le diverse parti delle fiiatemap 
tiehe, le quali si aggirano nella contemplazione di una specie 
particolare di grandezze. Le Matematiche in generale formano 
la Scienza delle quantità, oda la Scienza che insegna a misu- 
rarle. 

L'unico mezzo di misurare una quantità qualunque è quel- 
lo di riguardare come cognita! e fissa un'altra, quantità della 
medesima specie, è di determiàaie il rapporto di quella a que- 
Tom. I. I 
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2 EI^EMENTI 

sta. Così se vogliamo misitrare il tempo, supponghiamo cogni- 
to un dato tempo , come sarebbe tbn'ora, ed osserviamo quante 
ore son contenute nel tempo che vogliamo determinare. Così 
pure se dovremo ,d|stefiffiiirate urna disianza , ci serviremo di una 
lunghezza cognitii( ed a ({u^lla paragoneremo la distanza da mi- 
surarsi . In generale conviene per ogni sorte di quantità fissarne 
una della medesima specie r^l^ qiulMarva di misura o di unità ^ 
e determinare il rapporto che ha con questa unità la quantità , 
di cui si cerca la miflUTa. In tal guka possiamo paragonar tra 
loro le quantità di diversa' specie, come sarebbe lo spazio per- 
corso da un eorpOjC^f ai muover e il jtempo impiegato a percor- 
rerlo; perchè npi non paragooÌAmo propriamente che due nu- 
meri , i quali esprimono il rapporto del tempo all'unità di tem- 
po, e quello dello spàzio all'tiniiÀdi s|)i|zio. 

Siccome adunque tutte le quantità si riducono a numeri , 
è evidente che il fondamento di tutte le Matematiche deve con- 
sistere in un trattato completo della Scienza de* numeri, e del- 
le diverse maniere di computarli . Questa parte importante del- 
le Matematiche, a cui tutte le altre sono appoggiate, si chiama 
algebra o Analisi. L'Algebra pertanto ha per oggetto di consi- 
derare i numeri, che. rappresentano le quantità, senza aver ri- 
sguardo alle diverse specie di quantità , che essi rappresentano . 
.Appartiene alle altre parti delie Matematiche il considerare que- 
ste diverse specie 4 

La Scienza in vero de'numeii si suole comunemente chia- 
.mare Aritmetica; ma questa non si estende che ad alcuni meto- 
di di calcolare , i quali vengono a bisogno niella vita civile, men- 
tre l'Algebra abbraccia tutto ciò che può aver luogo nella dot- 
trina de' numeri, onde si suole anche chiamare Aritmetica Uni'' 
versale. L' Aritmetica ai aerve perdenotarei numeri delle cifre 
arabe, e l' Algebra oltre le cifre mwhe adopra ancora le lettere 
•dell' Alfabeto ,. e in( oiò • consiste iina • gran differenza tra l' una e 
l'altra di queste sciense. Poiché^ siccome le lettere non signifi- 
cano un numero particolare, ma esprimono qualunque nume- 
ro , le soluzioni de' problenri , che ai ottengofio con l'Algebra, so- 
no generali e comprendono tutti i casi , laddove l'Aritmetica non 
considera che \ìu caso particolare,: e per ogni simile caso con- 
vien che fac«fia«un nuova càlcolo : Sia>praposto per esempio di 
trovar due numeri ^ la somma de' quali sia 5 ,> e la differenza 3 . 
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L'Aritmetica risolverà questo problema particolare; ma se ìa 
somma o la differenza de'numeri cercati sarà diversa, converrà 
che faiCcia un nuovo calcolo sbatto simile al primo . L' Algebra 
all'opposto rende prima generale questo problema, ponendo le 
lettere a e b per la somma e la differenza de'-due numeri cerca- 
ti, ed il di lei calcolo una volita fatto serve per tutti i casi ; poi* 
che per un caso particolare qualunque , non occorve fare altro 
che sostituire nella soln2Ìone generale alle lettere aeb i nume- 
ri corrispondenti a questo caso . Inoltre fatta una opeiazionfe 
sulle cifre numeriche non rimane più alcun, segno di questa 
operazione : ma le lettere conservan sempre la traccia delle epe* 
razioni, onde poi si ricavano de' metodi che insegnano ad otte- 
ner r intento con operazioni più semplici di quelle » che porta 
la regola generale. Questo vantaggio è cosi grande, che l'Alge- 
bra si rènde per mezzo di esso capace di operazioni moltipliei 
ed intriga tissinìe , aHe quali non è. in alcun naodo permaaso di 
giungere alla comune Aritmetica . • 

CAPITOLO IL 

Delk prime opera^^ioni dell! Aìgehra . 

a. 

Oiccome nelF Aritmetica per rapporto alle cifre numeriche, cosi 
nell'Algebra per rapporto alle lettere si fa IdLjN^mfna^ la Sottra^ 
zìone, la moliiplicuzione , e la divisione» La somma si fa posto 
tra le quantità il segno -«-; cosi a^-^ significa che la quantità a 
^ <fggìunta alla quantità b, esì pronunzia a più b. Cosi à^^^MrC 
Tuol dire che le quantità b e e sono Tuna e l'altra aggiunte al«* 
là quantità a. Quando le lettere da sommarsi sono simili » come 
se ad a si dovesse aggiungere a, è chiaro che invece di a^^^ si 
può scrivere aa. Cosi pure aoHHKsSa, 3a*^4a=7a, ec«, il s««* 
gno ^: denotando eguaglianza . 

I numeri, che precedono le lettere, si chiamano i loro coef' 
fidenti. Cosi nella quantità Si il numero 3 è il coefficiente di i, 
còme pure nella quantità aaH»4^ i numari a e 4 sona respetti- 
vamente i coefficienti di a e di 6. Una lettera senza coefficien- 
te, s'intende sempre che abbia per coefficiente l'unità; cosi 
lassa, e l'unità sempre si tialasoia. 
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La sottrazione si fa posto tra le due quantità il segno — * . 
Così a-^ significa che b è sottratta da a, e si pronunzia a meno 
i^; così pure a-^'O'»^ vuol dire, che dalla somma delle quantità 
a e e si deve sottrarre la quantità d. Riguardo alle quantità si«» 
mili è chiaro che a ■ o s s o , cioè zero, 5M— leziosa, So^aut^Sa, 
o sia nella sottrazione delle quantità simili si deve prendere la 
differenza dei coefficienti . Sé dalla quantità ia si dovrà sottrar- 
re ia che è maggiore di quella, la sottrazione si farà togliendo 
3 A da 7a, e ponendo il segno — • avanti il residuo 4^. Infatti se 
da ÌH-3a io devo sottrarre 70 , e scrivo Ih-^a lasciando da par- 
te Bay joJio sottratto troppo/ e il di più è contenuto pelle 
da che devo aggiungere a b; quindi da b non devo sottrarre 
7^, ma 70— 3a^4a, e perciò la giusta sottrazione mi darà 
fr4-3a»«*7a=:;^4'^ e. quindi sarà 3a— 7a:=-p^4^. Le quantità che 
hanno avanti il segno -«-, si chiamano positi^fe , quelle che han- 
no il segno —, si dicono negai we. Le qatLUtìtà negative si devo- 
no prendere in un senso affatto opposto a quello, in cui si pren* 
dono le positive : così se le quantità positive rappresentano cre- 
diti, le negative indicheranno debiti; se le prime esprimono gli 
spazj percorsi verso una data parte, le seconde esprìmeranno 
spazj percorsi verso una parte a quella direttamente opposta ; e 
cosi sempre • 

Due cose devono qui notarsi : i .^ se una quantità non ha 
avanti di se alcun segno, vi si deve intendere il segno -♦-, che 
nelle prime lettere si suol sempre omettere, poiché invece di 
-wx-^ si scrive o-i-A: a.® nelle somme e sottrazioni non si deve 
avere alcun riguardo all' ordine delle lettele , poiché lo stesso 
significa o-f^ , e i-i-a ; e così pure hanno lo stesso valore l'espres- 
sioni a— ^ , e — &-i'a • Siccome però siamo avvezzi air ordine 
dell'alfabeto, torna conto-, per quanto si^può, di mantenere 
quest'ordine. 

4. • 

La moltiplicazione delle quantità a, b si fa ponendo in 
mezzo ad esse il sesno X> o u>^ punto, o pure unendole insie« 
me; cioè le fotmme aXb> a.b^ afr hanno ristesse valore, ed 
indicano la moltiplicazione di a per i. Cosi pure l'espressioni 
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abCf abcd significano la moltiplicazione delle tre quantità a, 
hyCjO delle quattro ayb^c^d. Se vi saranno coefficienti nu- 
merici , qnesti si moltiplicheranno tra di loro per le comuni re- 
fole<deir Aritmetica, ed il prodotto si porrà avanti alle lettere, 
^er esempio y siccome 3 moltiplicato per 5 dà i.5 , la moltiplica- 
none delle quantità 3a, 5^ ci darà xhab. Siccome nell* Aritme- 
tica, cosi neU' Algebra quelle quantità , che si moltiplicano tra 
loTO'Si chiamano ^^tori^ e ciò, che risulta dalla moltiplicazio- 
ne, prodotto. Qui di nuovo .conviene avvertire, che T ordine 
delle lettere non produce alcuna mutazione nel prodotto : ciò è 
evidente quando le lettere son due, ma è egualmente vero qua- 
lunque sìa il numero delle lettere. Infatti siccome bc^:cb, sarà 
moltiplicando per a^ /tbcsuickszbcas^cbay ove fkivece di ^ca si 
può anche scrìvere iac, e invece di eòa si può scrivere cab.Jfo^ 
tendosi adunque permutare il prodotto di tre lettere in tutti i 
jmodi poasibili, si abbia adesso il prodotto, di quattro lettere 
àbcd^ cioè aXbcdy ove le tre lettere b^c^d si possono in qua» 
lunquje modo permutare, per ciò che abbiamo detto, rìnianen* 
do prima la a. Ma siccome ab;:zba, il medesimo prodotto si può 
anche scrìvere co%\hacdy e rimanendo primA la b le altre possO' 
DO comunque permutarsi ; e cosi pure scrìvendo il medesimo 
prodotto nelle maniere ca£<f»^aic, e ragionando in simil guisa 
vedremo che il prodotto di quattro lettere ha sempre il medesi- 
mo valore, in qualunque ordine queste si scrìvano, e l'istessa 
jnoprìetà hanno i prodotti di cinque o più lettere • 

Quelle quantità si dicono semplici o monomie, che non so- 
no in alcun modo divise dai segni .-f. o '— : complesse o polinomie 
quelle , che son composte di molte parti tra loro disgiunte dai 
segni -+- e — . Cosi la quantità 3a-K5ic-i-6£f— Saie è un polino- 
mio, e le parti monomie Sa, Sic, 6d, 3abc si chiamano i di lei 
termini. Più particolarmente una quantità si dice binomio, se 
è composta di due termini, trinomio se di tre, quadriaoniio , se 
di quattro, e^. 

5: 

La divisione essendo una operazione affatto contraria alla 
moltiplicaaìone , l'una distrugge quello che ha fatto l'altra: cosi 
la quantità a prima moltiplicata per b , e poi divisa per b rinia- 
iie la medesima. Quindi se una quantità monomia ai, o abQ si 
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8i deve dividere per a, la divisione si farà, se nel divìdendo ab , 
o abc si cancellerà il divisore a; in modo che ab divisisi |>er a sìa 
eguale a i, ed €uia divisa per aa sia eguale ad a. Il resultato 
della divisione si chiama qu(ao o quoziente. Se il dividendo e il 
divisore avranno de* coefficienti numerici , si farà la divisione di 
questi con le regole solite. Cosi iSab divisa per òa ci darà il 
quoziente 5b , La divisione alcune volte si esprime col segno : 
posto tra le due quantità così a: ^, ma più spessa nel modo se- 
guente -r*» le quali due forme indicano la divisione di a per b. 

6. 

Finora abbiamo parlato delle quantità monomie, passiamo 
adesso alle polinomie. E primieramente la somma delle quan- 
tità complesse si fa come quella delle semplici unendo le quan- 
tità col segno -h, e riducendo poi i termini simili. Si debbano 
sommare le quantità 3a-i-2Ì<>— 5c , ao— ^c-4-7^, là loro somma 
sarà 3a-t-^c— 5c-«-Aa— ÌC-4-7C , o riducendo 5a-4-ic-4-ac, Per far 
più facilmente la somma , le quantità da sommarsi si scrivono 
una sotto 1* altra, ponendo ciascun termine sotto il suo simile ; 
e poi la somma si eseguisce gradatamente dalla sinistra alla de* 
stra , come negli esempj seguenti . 

Esempio I. 

Si debbano sommare le quantità 5a-»-Si— 4^, Ao— -S&-^c-4»2d!; 
io le dispongo nel modo seguente: 

fja — T.b'^a^C'^iid 

Poi siccome Sa^2a fa ya , scrivo in primo luogo 70 nella 
somma y similmente pongo — ai^ perchè 3&--5fa=— 26, -f-dc pei^ 
che — 4^-»-6c=aCy e finalmente -^^d^ ì quali termini formano 
la sDmma cercata • 

Esempio IL 

Si debbano sommare le quantità J^a^Sbc-'^^cd^s 9 

ia^^é^d^-^ip'^npx • Io le dispongo come segue : 
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-4-3a i^^cd '-^npx — 3p 

7- 

Abbiamo veduto che per sottrarre i da a si scrive a^^, 
cioè si muta il segno alla quantità che deve sottrarsi . Per mo- 
strare che lo stesso ha luogo anche per le quantità complesse , 
supponghìamo che da a- si debba togliere la quantità i--*c; io 
dico che questa sottrazione si farà mutati i segni alla quantità 
i*— e , in modo che diventi * h \c , e poi presa la somma y che 
sarà C '-'b r e. Poiché se sottraggo & da a scrivendo a^, io ho 
sottratto troppo, perchè la quantità da sottrarsi non è £, ma 
i— <; minore di i^, e qu^l di più che ho sottratto è =c. Convien 
dunque che aggiunga quello che ho tolto di più, cioè e, e per- 
ciò il cercato residuo è a h \ e. Quindi se 2^=0, la quantità 
negativa —e si sottrarrà da a scrivendo an-c. 

Così pure si vedcà, che dovendo da a sottrarre il trinomio 
i^^C'^y ciò otterremo scrivendo a— i-4-o-rf, mutando cioè i se- 
gni di bmm^,^^ e sommando poi con a. Onde in generale si può 
stabilire , che per sottrarre da una quantità un polinomio qua- 
Ixxh^iie convien mutare a questo i segni , e poi sommarlo con 
la proposta quantità. Vènghiamo adesso agli esempj. 

Esempio I* 

' Dalla quantità- 8a-i-aio— 3mna%W si debba sottrarre 
Aa— ^c— innx-4-aé/— a . Mutati i segni della seconda quantità es- 
sa diventerà -«-àa-i-aM-fiift^jr—s^rt-ff adesso si sommi con la pri- 
ma coilhe segue 

3dH«2^c— S/nnx-i- d . 

a-»-4ic-«ainiij>- d-^ 

Esempio IL 

Dalla quantità 5a-t-3io-4'9M7«i^ si debbano insieme sottrar- 
re le due quantità 3a— i^^c—Sc^— ag ^ a-^bC'^J^x^^ncd'^^x. 
' Si faccia come segue. 



Digitized by 



Google 



8 ELEMENTI 

8, 

Pas9Ìamo alla moltiplicazione delle quantità complesse: • 
io primo luogo se si dovrà moltiplicare la quantità o-i-i&'per e, 
è chiaro che il prodotto sarà ac-i-^c. Infatti segue dalla natura 
della moltiplicazione, che, se due numeri devono tra loro mol- 
tiplicarsi , avremo il medesimo prodotto se moltiplicheremo su- 
bito quei numeri tra loro, o se dividendo il primo in due parti 
moltiplicheremo ciascuna parte pel secondo, e poi prenderemo 
la somma de* prodotti. 

Ma se si dovrà moltiplicare per e la quantità o-^, il pro- 
dotto sarà ac^c. Poiché se moltiplico la quantità a per e scri- 
vendo aCy ho moltiplicata e per una quantità maggiore del giu- 
sto, giacché non' la devo moltiplicare per a ma per a— ^, e il 
di più è il prodotto di b per e; con vièn. perciò che sottragga 
questo prodotto di b per e , e quindi il vero prodotto sarà aC'^c. 
In altra maniera si può dimostrare , che una quantità positiva 
e moltiplicata per una negativa •— 6 dà un prodotto negativo • Si 
debba moltiplicare fr— 6 per e, e siccóme b^ è zero, anche il 
prodotto sarà zero : acciò questo succeda, convjiene che b^ 
moltiplicata per e ci dia bc-^o, cioè che il prodotto della q^oan^ 
tità negativa -^ nella positiva e sia negativo. 

Se poi una quantità negativa si moltiplicherà per una ne- 
gativa, il prodotto sarà positivo . Infatti se si moltiplica a— a, o 
sia zero, per — £, il prodotto dev'essere necessariamente zero: 
Ora, siccome aX~-^=*~^? ìmnvien chesia—i0>^—fe=ai^, perchè 
il prodotto divenga ■ ab i ab; altrimenti questo prodotto^ non 
sarebbe zzso. Ne segue che a— 4 moltiplicata per —e dà per pro- 
dotto '^ufi'^e. 

Dopo queste riflessioni su' segni, la moltiplicazione delle 
quantità complesse non ha più alcuna difficoltà. Si debbano per 
esempio moltiplicare le quantità a— &, e— <<: incomincio dal 
moltiplicare a-^ per e ed fan ao-^c; poi moltiplico lainisdesi- 
ma a— & per — ^, e ne risulta ^'Hui'hbd; quindi il cercato pro- 
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dotto sarà ac^C'^-kul^d . Aggiungerò per esercizio alcuni 
esempi • 

Esempio I. 

Si debbano moltiplicare tra loro le quantità ao-HO^Sc, 
«— 3^ac • Si faccia la moltiplicazione come segue 

a— 3& -f-ac 

aao— oIm' ac-^iSblM-igbC'^cc 

In primo luogo moltiplico per a tutti i termini a^^4•5&^3c , 
e scrivo il prodotto aaa->4-5ai^3ac. La medesima quantità mol- 
tiplico per —Si, e scrivo il prodotto — 6fli— iSii-ngic come so- 
pra ponendo ciascun termine sotto il suo simile. Finalmente 
moltiplico per ac, e scritto il prodotto 4^c-i-ioftc— 6cc come so- 
pra y prendo la somma di questi parziali prodotti ^ ed ho il pro- 
dotto cercato ^aa'^-^H-ac— i5^&-«-i9Ìo^6cc« 

Esempio II. 

Per moltiplicare le quantità aut^b^J^Xy 3o— ai— 6* si 
faccia come segue 

%a -f-35 -^ 4^ 
Sa —ai — 6a: 

-^400 ^^bb^ Sii? 

— I ^ax . — 1 8ix— a4^j? 



6aa-^baJb — 66i— a6i:r— a4^jp 

La moltiplicazione delle quantità complesse alcune volte 
non si eseguisce, ma si accenna soltanto : ciò suol farsi in varie 
maniere. Se le quìintità aa-i-3i — e, 4a-*5ì si troveranno scritte 
ne' seguenti modi, (ag «»"3i — e) ( 4^— 5i) , (2fl«4-3i — e) , (4^— >5i) , 
(ao^Si— e) X (4^— Si) , ao-HcJi— e. 4«— Si , ^a^òb-^ X 4«— Si, si 
dovrà intendere, che queste quantità devono tra loro moltipli- 
carsi. Così pure la formula (a-^) (a-»-ai) (a-f«3i) indica la mol- 
tiplicazione delle quantità a^b , a-»-ai , a-i-3i , la quale si espri- 
Tom. I. a 
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me ancora cosi; o-nt . a-+-ai . a-^ób, oppure a-H&X^-+-2.£x<M-3^. 

9v 
Venghiamo alla divisione delle quantità complesse^ e in 

{jrinio luogo osserviamo che per riguardo ai segni regnano nel- 
a divisione le medesime regole, che nella moltiplicazione: cioè 
una quantità positiva divisa per una positiva dà un quoziente 
positivo y una positiva divisa per una negativa o una negativa 
divisa per una positiva il quoto negativo , finalmente una nega- 
tiva divisa per una negativa il quoziente positivo. La ragione 
di ciò chiara apparirà , se si rifletta alla relazione che hanno tra 
loro la moltiplicazione e la divisione. Ora essendo queste due 
operazioni tra loro contrarie in modo, che Tuna distrugge quel- 
lo che ha fatto l'altra, è evidente che in ogni divisione il quo- 
ziente moltiplicato pel divisore deve restituire il dividendo. Po- 
sto questo la quantità negativa — a( divisa per la positiva a da- 
rà il quoziente negativo --i, perchè questo quoziente moltipli- 
cato per a deve restituire il dividendo negativo —ai. Così pure 
ab divisa per —a ci darà per quoziente — i , perchè —iX—^»=ai ; 
e — aft divisa per —a avrà per quoziente i, perchè iX— '^J^"^- 
Adunque per riguardo ai segni le medesime regole hanno luogo 
nella moltiplicazione e nella divisione; cioè segni siihili danno 
resultati positivi, segni contrarj resultati negativi. 

Passiamo dunque alla divisione delle quantità complesse , 
e sia proposto di dividere la quantità aa-^nab'^b per a-f-£ . La 
questione si riduce a trovare una quantità tale , che moltiplica- 
ta per a-H& ci dia per prodotto aor^-s.ah^bx nell'esempio se- 
guente insegneremo il modo di trovare questa quantità . 





Esempio I. 




Divisore 
a^ 


Dividendo 
) aa^fiah^b ( 


Quoziente 
o-t-i 



€Ut-^ ab 

ab^b 
ab-^b 

o 
Primieramente si scriva alla sinistra del dividendo il divi- 
sore a-«-£; poi si divida il primo termine aa del dividendo pel 
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primo termine a del divisore, e il quozieute a si scriva alia de« 
stra del dividendo . Questo quoziente a adesso sì moltiplichi pel 
divisore, ed il prodotto aa^^^ si sottragga dal dividendo, e si 
avrà per resìduo ab-^b . Di nuovo il primo termine ab del re- 
siduo si divida pel primo termine a del divisore, ed il quozien- 
te b si scriva come sopra; questo quoziente b si moltiplichi pel 
divisore, ed il prodotto ab^b si sottragga dal residuo, e sicco- 
me rimane zero, l'operazione ò terminata, ed il quoziente cer- 
cato è a-¥Ì\ perchè, come abbiamo veduto nell'operazione, que- 
sta quantità a-^ò moltiplicata nel divisore diventa eguale al di- 
vìdendo. In questo modo deve sempre procedere T operazione, 
finché non giunga ad un residuo =0 • Acciò per altro essa rie- 
sca più facilmente, conviene ordinare il dividendo ed il diviso- 
re per la medesima lettera, cioè disporli in modo, che il primo 
termine contenga qilella lettera il più delle volte, e gli altri la 
contengano gradatamente meno. Cosi nell'esempio precedente 
il dividendo era ordinato per la lettera a, perchè il primo ter^ 
mine conteneva a due volte, il secondo una, il terzo nessuna. 

Esempio II. 

Si debba dividere aa^^b per a-H&. 

a-#-i ) aa^b ( a^ 

— ab^^b 
'^^ab'-^b 



Esempio III. 
Sia proposto di dividere ioa&-+-i4<ic-f4^<i-Hi7&c-4*6&fr-»-iftcc 
per S^^ad-h-4^. Ordino prima queste quantità per la lettera a, 
con che esse diventano 4^a-Hioa&-«-i4AC-+-i7&c-4-6iÌH-iacc » 
20-^3^-1-4^ ; poi faccio la divisione, come segue 

-3J-*-4c) 4^a-i-ioaft-#-i4ac-4-i7Ìc-+-65A-Hiacc (2a-^2^S6 

4ai-H 6ac-+- 17^(7-+- 6&&-Hiacc 
i^ab -+- %bc-ih 6bb 

éac'k' gbc-^iskcc 

6ac-4- 9&c-4-iacc 

o 
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Alcune volte succede, che una quantità non si può divide- 
re esattamente per un'altra: cosi la quantità aa^b non si può 
dividere per a-+-*ft, poiché se facciamo l'operazione come segue 



operazione come segue 
o-hi ) aa^b ( op— i 

bb 



2ib 

giungeremo al residuo 2hby il quale non si può più dividere per 
a . In questi casi la divisione soltanto si accenna in questa gui- 

sa ^ ^ . ' j. ; la qual quantità , siccome ogni altra simile, in cui il 

dividendo non può esattamente dividersi pel divisore, si chia- 
ma ^ozione^ e il dividendo numeratore, il divisore denominato^ 
re della frazione , ambedue poi considerati insieme si chiamano 
i termini della frazione. La divisione si accenna anche ne' modi 
seguenti, (aa^b) : (a-f^)> o pure aa-H&i:a-f^, i quali equi- 
valgono all'altro -r——-, cioè esprimono la divisione di ao-i-ii 
per o-f-i. 

Si osservi che la frazione è rz/l— i-*- — rr» come ri- 

sulta dall'operazione precedente . Cosi pure si rifletta , che co- 
me nella divisione esatta il quoziente moltiplicato nel divisore 
è eguale al dividendo; così quando la divisione non succede 
esattamente, il quoziente moltiplicato nel divisore insieme col 
residuo è eguale al dividendo , Nell'esempio precedente a^-b è il 
quoziente, 2M il residuo, e quindi (a^-A)(aH^)-«-2Ì£:=aa-H&^. 

Prima d'inoltrarci più imianzi fermiamoci un momento 
per osservare la connessione, che passa tra le principali opera- 
zioni dell'Algebra, delle quali abbiamo adesso parlato. Il pro- 
blema più semplice, che si possa proporre sulle quantità è il 
seguente : date due quantità a eb trovarne un'altra e che equi- 
valga all'altre due prese insieme. La somma c'insegnerà a tro- 
vare questa quantità e in modo che sia a^-j^-bizc. Rimanendo 
sempre a-H&sic supponghiamo adesso che siano date a e e, e 
cerchiamo 3, o sia quella quantità che bisogna aggiungere ad a , 
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perdile essa divenga eguale a e. Troveremo questa quantità h 
sottraendo a da e, in modo che sia fc=:c-wi, perchè se aggiun^ 
]giamo a da una parte e dall' altra avremo t^wigr c — < n ..a cioè 
=£?, come doveva essere. Ecco adunque T orìgine della sottra^- 
zinne, la quale viene a bisogno quando s' inverte il problema 
che ha dato luogo alla somma , 

Se si dovranno sommare più quantità eguali tra loro , la 
somma riescirà una operazione assai lunga , se il numero delle 
quantità eguali sarà molto grande, e non potrà eseguirsi se que» 
sto numero sarà indeterminato, come se si dovesse gommare un 
numero b di quantità eguali ad a. Ciò ha dato origine ad un 
altra operazione, cioè alla moltiplicazione, la quale c'insegna a 
trovare una quantità e. che sia eguale ad un numero b di quan- 
tità eguali ad a , Si trova per mezzo di essa ci^zab : ma se vorre» 
mo adesso che siano conosciute e eda, e cercheremo la quanti- 
tà b che moltiplicata per a ci dia il prodotto e, troveremo que» 

sta quantità b dividendo e per a, in modo che sarà fa^-^ , per- 
chè se moltiplichiamo da una parte e dall'altra per a , otterrei 
ino àbszT-, cioè=:c, come avevamo supposto. La divisione per* 

tanto ha la sua origine, allorché s* inverte quel problema, che 
ha dato luogo alla moltiplicazione^ Appena adunque si vuol co- 
minciare a calcolare le quantità, si rendono subito necessarie le 
quattro principali operazioni, cosi dette, perchè da esse nasco* 
no tutte le diverse fcMrme chp posson prendere le quantità corno 
yedremo in appresso. 

CAPITOLO III. 

Delle Frazioni, 

IO, 

Vuando la divisione non sì può £ire esattan^ente, essa si ac- 
cenna , e le quantità che ne nasoooo si chiamano frazioìii>. Cosìi 
ùO'^b aàr^cc a ^ . -i i „ , , 

a-H6 ' aa^*^' T' ^ ^ quantità, nelle quali la 

divisione non si può attualmente eseguire , sono frazioni , ed 
esprimono la divisione del numeratore cioè della quantità supe- 
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Yiore per il denominatore o per la quantità inferiore. Quelle 
medesime operazioni »i fanno sulle frazioni , che sull'altre quan- 
tità, cioè la somma , la sottrazione, la moltiplicazione, e la di* 
visione. Ma prima di trattar di queste, è necessario osservare 
alcune proprietà delle frazioni . 



Se i termini di una frazione qualunque -r si moltiplicano 
ambedue per la medesima quantità e, la frazione r- » che ne na« 



a 



sce, conserverà il medesimo valore t-> che aveva prima. Poi 



a 



che se il solo numeratore si moltiplicasse per e , la frazione — 

cioè il quoziente di a divisa per b risulterebbe e volte mag- 
giore, ma come si moltiplica pet e anche il denominatore, il 
quoziente si ridurrà e volte minore, cioè rimarrà il medesimo 

di prima. Per render pia sensibile che le due frazioni T* «^ T" 

sono eguali, si moltiplichi la seconda per ic, e ne verrà oc, per- 
chè la. moltiplicazione per bc distrugge la divisione per bc: ora 
si moltiplichi anche la prima per bc, o sia prima per b e poi 
per e, e ne risulterà ac come sopra. Essendo dunque eguali i 
prodotti delle due frazioni per la medesima &c, anche le due 
frazioni devono essere eguali . Allorché i termini di una frazió- 
ne hanno qualche fattore comune , torna conto di toglier me- 
diante la divisione questo fattore, perchè la frazione divenga 
più. semplice . Questa operazione si chiama riduzione delle fra- 
zioni ai minimi termini. Così, siccome i due termini della fra- 
zione -T — rr sono divisibili per o-f-i, convien fare la divisione, 

dalla quale si ottiene la frazione -7^, che ha il medesimo valore 

di prima, ma espresso più. semplicemente. Ma per ottenere la 
forma la più semplice, che possa prendere una frazione» si deve 
cercare il massimo comnn divisore del numeratore e del deno^ 
minatore. Siano date adunque le due quantità Ay B, delle 
quali si voglia il massimo comun divisore: si divida A per J?, 
ed il residuo sia C Ora se ^ e ^ hanno un divisore comune» 
avrà il medesimo divisore anche C; poiché (9) AzzBq^^ chia-» 
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mando q il quoziente della divisione di A per JS, e se rè un di- 
sor comune di ^ e ^^ avremo — =— -♦— , e togliendo da una 

parte e dall'altra — ^ avremo — — -^:=— ; ma — — * è una 
*^ r T r T r r 

quantità intera » dunque dovrà essere una quantità intera anche 
— ^ o sia C divisibile per r . Se adesso si divide B per C, e il re- 
siduo si chiama D , di nuovo D avrà quel medesimo divisore 
che hanno B e C^ o sia ^ e J3. E cosi continuate le divisioni , 
tutti i residui avranno quel medesimo divisore che cerchiamo . 
Onde se qualche divisione succede esattamente , o sia se qual- 
che residuo diventa =0, in tal caso l'ultima quantità che ha 
servito di divisore sarà il massimo comun divisore delle quanti- 
tà ^ e £• E se le quantità A e B non avranno alcun fattore 
comune, quell'ultimo divisore sarà l'unità • 

Acciò l'operazione più facilmente succeda, conviene os- 
servare, che ninna n^atazione si produce nel comun divisore 
delle quantità A e B, se una di esse si moltiplica o si divide 

Sr una quantità, che non sia un fattore dell'altra. Onde nel 
' le divisioni si possono rigettare quei fattori che moltiplicano 
Solamente il dividendo o il divisore; inoltre il dividendo si può 
moltiplicare per qualunque quantità, purché questa non sia un 
iattore del divisore . 

Esempio I. 

Si debba cercare il massimo comun divisore dei numeri 
S6o, e 64- Si faccia la divisione continuamente come segue 

64) 36o (5 
3ao 

"4^ 64 (i 
4o 

H) 4o (i 
^4 

lò) 24 (i 
16 
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« il divisoti 8 che ci ha dato il residuo o > sarà il massimo co- 
mun divisore dei numeri Sóo, e 64- 

Esempio II, 
Si debba trovare il massimo comun divisore delle quantità 
aa^^hob , ab^b . Siccome la prima ha il fattore a che non si tro* 
va nella seconda, e la seconda il fattore b che non ha la prima, 
rigetto questi fattori, e le quantità date diventano a^^^ a-t-^, 
le quali essendo le stesse, è chiaro che il massimo comun divi- 
sore cercato sarà oh-^. 

Esempio IIL 

Siano adesso proposte le quantità 3aali^4'aab'^ahb-^i8bbb , 
5aa— iS^iÀ-f-pM, delle quali si voglia il massimo comun diviso^ 
re. La j^rima quantità adunque si deve divider per la seconda; 
ina poiché 3aaa non si può dividere per 5aa, moltiplichiamo la 
prima per 5 che non è fattore della seconda. Fatta questa moltipli-* 
cazione la prima quantità diventa i5aaa^^oaab^J^5abb'^Qbbb ^ 
la quale divisa per la seconda ci dà Òa per quoziente, e 
Z^ab'-'^zabb'^obbb y per residuo. Ora Saa^iSab-i^bb si deve 
dìvldeié pet SJ^ab^-^SLabb'^obbb y o sia (tolto da questa il fattoi 
re ai che non è nella prima ) per t^cM-^ióab'^J^Sbb . Acciò la di- 
visione riesca , si moltiplichi la prima quantità per 1 7 , il qual nu- 
mero non divide la seconda, ed avremo 85aa— 3o6ai-f-i53M, la 
quale divisaperi^ao*— 36a&-^4^M dà il quoziente 5, ed il residuo 
— i^óab'^'iiSbb. Siccome né —ine ia6 son fattori del prece- 
dente divisore, dividiamo questo residuo per — ia6i, e divente- 
rà ar^Sb, Dividiamo l'^aa-^Sóab^-^Sbb per a— 3i, e siccome la 
divisione si fa esattamente, il massimo comun divisore cercato 
sarà a— 3& . Ecco tutto il calcolo 

Boa — j8ai-4-9Ì&) i5aaa^2oaab^J^Sabb-^obbb (3a 

17 I Saaa'^SJ^ab'^^'jabb 

a& ) i^^ab^-^'jsabb'^cbbb 
5)85aa--3o6a&-f-i53i& ( i^aa — 36ai — 45&i 

85gfl^i8oai— aaSii 
— j a6i)— ia6ai-+-378tó 

a— 3^) 1 7aa— 36ai— 4S^^( ^ 7^*^i Si 
I yaa — 5 1 ab 

i Sai— 4Sii 
i5ai^45ii 
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II. 

Date le due frazioni -r 9 -r di diverso denominatore, se 
a 

moltiplichiamo ì termini della prima per d, e quei della secon- 
da per b , in modo che esse diventino j^" > 13 ' ^^ ^*^™ valore ri- 
marrà il medesimo. Di qui si vede^ come due frazioni salvo il 
loro valore si possono ridurre alla medesima denominazione . Si 
moltiplichino i termini di ciascuna pel denominatore dell* al- 
tra, e saranno così ridotte al medesimo denominatore. Se le 
frazioni saranno più dì due, converrà moltiplicare i termini di 
ciascuna per tutti i denominatori delle altre. Così le tre frazio- 
ni -r » -7 , *7 ridotte al medesimo denominatore diventeranno 
a j 

Adf hcf òde ^ ^ ^ , ^ - 

hd? ' Tj? * Tdf ' Q^®*^^ operàssione serve per paragonare tra lo- 
ro le diverse frazioni: rid<itte che siano alla medesima denomi- 
nazione, quelU saici ;inaggiore, che avrà un maggior numciu* 
tore. 

I». ' 

Per passare adesso alle principali operazioni delle frazioni 
si osservi , che per la natura della divisione la quantità ■■ 

equivale alle due quantità —, e — prese insieme . Quindi la 

e e 

somma di due frazioni di egual denominatore è una frazione 

xihe ha per numeratore la somma de*due numeratori, e il me«» 

(desimo denominatore delle frazioni date. Similmente essendo 

. eguale alle due quantità — , e 3-, si farà la sottrazione 

e _ ce 

delle frazioni di egual denominatore, dividendo la differenza dei 

numeratori pel comun denominatore. In conferma che le due 

quantità - — -, ed — dt— sono, eguali, si rifletta che moltipli- 
cando ciascuna di esse per e ottenghiamo il medesimo prodotto 

3e le frazioni saranno di diverso denominatore, prima di 
Tom. I. 3 
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far la somma o la sottrazione converrà ridurle al medesimo de* 
nominatore . Le due frazioni -r-y -^ , ridotte ad egual denomi- 
natore diventano 17 > 13" > ® perciò la loro somma = — r^— , la 
differenza z= — -^ — 1 Se «i dovrà prender la somma o la diffe** 
renza tra una quantità intera e ed una frazione -r- » la quantità 
intera si scriverà a guisa di frazione cosi — , e riducendola al de- 
nominatore A diventerà -7- ; e. perciò la somma si esprimerà seri- 
Tendo c-H-T-, oppure — j — : la differenza sarà e— r-, o sia ■ , > 

là. 

Segue ancora dalla natura della divisione » che se una 
quantità a è moltiplicata prima per e, ed il prodotto diviso poi 
per A, noi otterremo il medesimo resultato, se divideremo pri- 
ma a per b^ e poi moltiplicheremo il quoziente per e. Quindi 

-T- indica tanto a moltiplicata. per e e divisa poi per i, quanto 

a divisa prima per b e poi moltiplicata per e, cioè la frazione 

-r moltiplicata per e . Se dunque la frazione -r- dovrà moltipli- 

carsi per e, il prodotto sarà -r- , moltiplicato cioè il n^mer/^tor 

Te per e. E chiaro similmente, che avremo il medesimo resul- 
tato, se divideremo a subito per bcy o se la divideremo prima 

per A , e poi per e, cioè se divideremo la frazione -7- per e. Ne 

segue che la frazione -r- si divide per e scrivendo t- » cioè mol«' 

tiplicando il denominatore per e . Onde se la frazione «r si do- 
vrà insieme moltiplicare per e e dividere per d, o sia se si do- 
vrà moltiplicare per la frazione -r , il prodotto sarà t^ , ove so- 
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no tra loro moltiplicati ì numeratori , ed i denominatori . Si ri- 
leva ancora che le due quantità — , ed -tX'J" «o^^o eguali dall* 

osservare, che la prima moltiplicata per bd ci di il prodotto oc, 
e la seconda moltiplicata per bdy o sia prima per b e poi per d, 
che è lo stesso, ci dà il medesimo prodotto oc. 

' Se la frazione -r- si dovrà dividere per la frazione -ry si ro- 

c d 

vescerà la frazione ^ in modo che divenga — , e poi fatta la 

moltiplicazione con la prima, il prodotto -r- sarà il quoziente 
cercato. Ciò è evidente, se si riflette che moltiplicato questo 
quoziente -r- per — ritorna la medesima quantità -j, come pri- 
ma della divisione . ' 

CAPITOLO IV. 

Delle Potenze . 

14. 

jflbbiamo veduto che a moltiplicata per a dà per prodotto aa ; 
aa moltiplicata per a dà per prodotto aaay e così in infinito. 
Queste quantità a, oa, acui^ aaaayec, si chìamaiìo potenze o 
potestà della quantità a, in modo che la prima potenza di a è a, 
la seconda aa, la terza aaa ^ ec , e la potenza si dice più alta 
quando è espressa per un maggior numero, e tale dicesi essere 
il suo grado, quale è il numero che la esprime. Sarebbe un 
grande incomodo V esprimere una potenza molto alta nel modo 
che abbiamo usato finora, unendo cioè tante lettere, quante 
son necessarie per denotare quella potenza . Perciò gli Analisti 
hanno imaginata una espressione delle potenze molto più breve, 
«d hanno stabilito che per denotare una potenza qualunque di 
a si scrivesse solamente a con quel numero sovrappósto, che 
rappresenta il grado della potenza. Così la seconda potenza o 
il quadrato aa si scrive a*, la terza o sia il cubo aaa si scrive 
a«, la quarta potenza o il quadrato ^quadrato a*, la quinta a», 
la sesta a*, e cosi in seguito. I numeri posti sopra le lettere si 
chiamano esponenti ^ e denotano il grado della potenza. 
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iS. 

La somma e la sottrazione delle potenze non hanno alcuna 
difficoltà y e si fanno nella medesima maniera che per le altre 
quantità, ma per la moltiplicazione e la divisione vi sono alcu* 
ne regole che facilitano queste operazioni. Si debbano moltipli* 
care tra di loro le potenze a', a^ ; io dico che i] prodotto sarà 
a^, ove l'esponente 7 è la somma degli esponenti 3 e 4: poiché 
a*::=aaay a^zzaaaay e perciò a'X^^^^A^iaaaazza' . General- 
mente per avere il prodotto di a per a bisognerà scrivere a 
prima m volte, poi n volte, cioè in tutto m-^n volte, che equi- 
vale ad a . Pertanto due potenze della medesima quantità 
moltiplicate insieme danno un prodotto eguale ad una potenza, 
l'esponente della quale è la somma degli esponenti delle poten- 
ze date . Così 

16. 

Una potenza divisa per un'altra dà per quoziente una po« 
tenza , che ha per esponente la differenza degli esponenti dati , 

Così a* divisa per a* dà per quoziente a zza^ ^ perchè 

a^ aaaaa ^ a m— n 



^ iaas:a^ , e in generale zza , come pure 

=i(aH-A) i Menta particolare attenzione il caso, m 

cui una potenza si divide per una più alta di lei : si debba 
per esempio dividere a* per a^ , e per la regola precedente il 

quoziente sarà a ^ zza^ ; così pure 

— r zza zza 9 -^rzza zia , ec. Ma eual'è il valore di 
e* a* ^ 

queste potenze coli' esponente negativo f Si osservi in primo 
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luogo che una potenza coli' esponente zero cioè a^ è sempre 
eguale all' unità , qualunque sia il valore di a, poiché 

a<>=ia*""* ^— ; ma— è sempre m ; dunque a®=ri. Adesso si 



divida a^ per a; sarà — =— zsa*»""* z=a"~» , così pure 

=ra""* , ^=-^ =««-"• =flr-» , e generalmente 



a a 

a^ I ao I 

a» a» 

— := — zza '*=a"~'* , cioè una potenza coli' esponente nega^ 
a a 

tivo equivale all'unità divisa per la medesima potestà coli' espo- 
nente positivo* , 

17. 

Ci si presenta adesso un nuovo problema, in cui si cerca 
ciò che far si debba per inalzare una quantità ad una data po- 
tenza. Primieramente se alla potenza m dovremo elevare la 

quantità semplice a, è chiaro che ciò otterremo scrivendo a * 
Similmente il prodotto di più. lettere abc elevato alla potenza 

m sarà a b c^ . Ma se una potenza qualunque , come a» , si 
dovrà inalzare ad un'altra potenza per esempio alla quarta, io 

dico che ciò si farà scrivendo a^^ =a'*. Poiché a^izMoa^ ed 
uaa elevata alla quarta potenza diventa a^. a^« a^ , o facendo le 

moltiplicazioni ar^^'^^zza ^* zra'^. Siccome il medesimo 
discorso ha luogo per qualunque altra potenza, è chiaro in ge- 
nerale che a*^ inalzata alla potenza n è eguale ad a '^ , cio^ ad 
una potenza , che Ha per esponente il prodotto degli esponenti 
m tA n. Ne segue, che la quantità a^b^c^ inalzata alla quinta 

potenza è a'»i'«>c»*>, e generalmente a .b .c^ elevata al- 
la potenza r è =a . b^ . c^ . Cosi pure il binomio o-hì inal- 
zato alla potenza m è =(a-i-&) , e di nuovo elevato alla po« 
tenza n diventa (^M-^)' 



mn 



Siccome 
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ro che avremo le potenze di una frazione, se a quelle inalzere- 
mo tanto il nunieratore, quanto il denominatore di essa^ cioè 



sarà in generale l-A = 



m m 

Q 



i8. 



Abbiamo veduto , che le potestà nascono dalla moltiplica» 
0Ìone dì una quantità in se stessa tante volte > quante n'esprime 
Tesponente diminuito dell'unità. Quindi avremo le potenze del 
binomio a-H&, se lo moltiplicheremo più volte in se stesso. Sa- 
rà dunque la seconda potestà del binomio à'+i, cioè 
(a-i-A)*=:(a-HÌ)(a-*-A)i=a«-f-2ai-4-A* , la terza cioè (a-^)^ 
z::(a-h*)*(a-f^)=(a»-HaaAH-A*)(a-hA)=a»-H3a^A-H5aAaH^ , ec. 
Ma se il binomio a-f-& si dovesse inalzare ad una potenza molto 
alta, sarebbe lunga cosa ed intrigata l'eseguire tante moltipli- 
cazioni. Quindi, siccome spesso occorre di dovere elevare il bi- 
nomio ad una data potenza, hanno procurato gli Analisti di tro- 
vare un metodo , per cui questo inalzamento ottener si potesse 
senza l'incomodo di tante moltiplicazioni. Questo metodo ci 
sarà facile di rinvenire, se attentamente osserveremo l'ordine 
che regna ne' diversi termini delle potestà del binomio, le qua- 
li sono espresse nella Tavola seguente. 

Taifola delle potenze del binomia. 

a»-H3aai-H 3ai«-H J» 
a*-H4a»*-H 6aaJa-H. 4ai5 ^ Ì4 

a«-i-6a*4-Hi5a*A»-f-aoa»i*H-i5a»i^-f- òab^ H- i* 

ec. 

la qual Tavola si forma con la continua moltiplicazione di a-t-^ 
in se stesso . 

Si vede da questa Tavola , che in qualunque potestà del 
binomio il primo fermine contiene a inalzata alla potenza cor- , 
rispondente; cosi nella quinta potenza il primo termine è a^ , 
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Della sesta a« , cc.'TTol secondo termine vi è a inalzata alla data 
potenza diminuita di un'unità, e moltiplicata per b; nel tèrzo 
a inalzata ad una potenza minore di due unità della data, e 
moltiplicata per b^ . E così in seguito li esponenti di a vanno 
continuamente diminuendo di una unità, e quelli di b crescen- 
do di una unità.» ii^, modo che la soip^^a degli esponenti di a è 
di b in ciascun termine sia eguale all'esponente della potestà 
data 9 fìncliè finalmente neirultii^o termine svanisca l'esponen- 
te di a,: e quello dì b divenga eguale al grado della potestà. D& 
qui nasce un metodo facilissimo pec trovare tutti i termini del« ' 
le pQtastà del binomio ., Si scrivano le potenze, di a decresccuiti 
di una unità, ip ipodo.ohe^ 1^ massima sia aguale alla pot^za 
data del i^inomio, e la minima =o. Sottq a queste) si .scrivano 
le potenza» di i, ma in ordine inverso, jtftlmeptedUè la massima 
potenza di a corrisponda alU.n^inima.di &,.e vice;versa. Si cn^l* 
tjplicbi ciascuna quantità superiore per V inferiore .cojtrjspon- 
dente, e si avranno i termini della potestà cercata. Per esempio 
si debba cercare la sesta; potestà, del binomio a^.: si scrivano .U 
potenze di a e di & co^e segue ... . ., 

a« , a* , a*,wi|» , a^, a' , fl® • ; 

e moltiplicando ciascun termine superiore per l'inferiore i^vre* 
mo, a motivo di a^z=b^:=:ì , 

aS a^bya^b^, q*b^ y a^b^ , ab^ , b* 
i quali sono i tc^rmini della sejSt^a potestà, come può riscontrar-» 
si nella Tavola. Si debbano adesso trovare i termina della deci- 
ma potenza del medesimo binomio: si scrivano le potenze di a 
^ dì b come qui sotto s \ 

a'o, a', a», «S «S «S tf^, «S «", « > i 
I , A , *^, i% J*,i* , ^S J% A», fc9,i'0' . . 

^ moltiplicandole tra loro avremo i termini cercati 
a"o, a»i, a«A»,a'iSa«4s a*i %«♦*•, a»*', a«ft«, ab , ft'^. 

Generalmente se vorremo inalzare il binomio 0-+-^ ad una 

potenza qualunque m, otterremo i termini di questa potenza 

acrivendo le potestà diu e dì b come segue 

m m^'i m— A m — 3 ;»— 4 /»— 5 
« , o ,a ^a , a , a , ec. 

1,4 , Aa , &• ,4* ,4» , ec, 
le quali si devono continuare finché l'esponente dì a svanisca. 
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o db ohe è lo steslo, finche T esponente di i*diveDga =3w, poi 
moltiplicando ciascuna potenza superiore per Y inferiore corri- 
spondente avremo 

« ,a *,a A», a A»,o ^i*,€C. 

e saranno questi i termini ct^rcati del binomio a^ inalzato alla 
potenza m • 

Ciascun termine delle p/otèstà del binomio ha però aranti 
di se alcuni coefficienti numerici , per conoscere Tandahiento 
de' quali è necessario porre' la Tavola precedente sotto un' altra 
forma . Ma prima si osservi , che dopo* il massimo coefflciétite 
ritornano gli stesst coefficienti preéedenti, mìa con ordine inver- 
so. Si renderà evidente che ciò dev'èsser fcosì, se si tìfletta , 
che se avessimo preso il* binomio i^f-a invece di a-H&, avremmo 
ottenute le medesime potenze scritte bon ordine inverso, in 
modo che l'ultimo termine diventerebbe il primo ^ il penultimo 
diventerebbe il secondo , ec. Ora i coefficienti di una potenza di 
^H-a sono li stessi che quei di una eguale potenza di o-h^, per- 
chè questa si cangia in quella, sol che si iliutì a in b e b in a . 
Dunque in qualunque potenza del binomio a-hJ l'ultimo ter- 
mine ha il medesimo coefficiente che il primo, il penultimo 
ristesso c?he il secondo, e cosi in seguito. Questa osservazione 
ci toglie la metà della fatica; poiché basta giungere nelle pote- 
stà pari fino al coefficiente medio , e nelle dispari fino al primo 
de'duemedj, gli altri essendo i coefficienti già ritrovati presi 
inversamente . 



Tai^ola II. delle potestà del binomio rt-4-i. 



b 



.A » i.;. a k O 

^^ a - a . d a . d . 4 

a a . 5 a . ò . 4 a.0.4.0 

•. • ec- 
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Di qui apparisce y che in qualunque potestà il coefficiente 
del secondo termine è eguale all'esponente della potenza; il 
coefficiente del terzo è eguale all'esponente della potenza molti- 
plicato nel medesimo esponente diminuito di una unità e divi- 
so per a; il coefficiente del quarto è eguale a quello del terzo 
moltiplicato nell'esponente diminuito dì due e diviso per 3, e 
^li altri coefficienti seguitano la medesima legge , cioè dipendo- 
no uno dall'altro nel medesimo ordine. Quindi senza l'incomo- 
do delle moltiplicazioni si potranno facilmente determinare, tan- 
to i termini, che i coefficienti di qualunque potenza del binomio 
«-f-^ . Si debba per esempio ricercare la sesta potenza , e chia- 
mando ^,.jB, C, 17,-E, jr i coefficienti dei termini in modo che 
aia (a-i-i)«=a«-H^a»4-^Ba^4«^Ca» J»-H2?a»i*-H£ai*-HÌ^S a- 
Tremo per le cose precedenti 

""a a ■" 

^ B,i i5,4 

-. C . 3 ao . 3 • - 

•^-^T 6~- ' 

Onde sarà (a-Hj)»SM«-f-6a»Ì-Hì5a*A*-Haoa»**-Hi5a«J*H-6ai»-+-i« 

Si può anche da ciò dedurre quello che far convenga per 
avere una qualunque potestà indeterminata m del binomio 
^H-i. Supponghiamo che A^ByCyD^E^tc. siano i coeffi- 
cienti di questa potestà, e troveremo con la regola precedente 

ii.^ J(m— i) ^, ?»(m— i) 
""a a 

^ — 3 — - — sn — 

n— C^(w>— 3) _ iit(y?i— i)(m— a)(m— 3) 
- 4 - a. 3. 4 

p^^ />(m— 4) ^m(m— i)(m^-a)(m— 3)(m— 4) 

"" 5 "" a. 3 .4.5 

Tom. J. ec« 4 
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ove manifesta si rende la legge che osservano questi coefficiea- 
ti, i quali perciò si possono continuare quanto piace. Siccome 
adunque abbiamo supposto 

avremo sostituendo i valori delle lettere ^, jB, C, ec. 

(o-H^) lira -H/na ^-+- -a ò* 

m{m — i)(m — a) m— 3,- 
-i_J Il La à^ 

m(m— i)(/n — a)(m— 3) m— 4ia 

H — S il-5 — fi '-a ^A ♦ -H ec. 

a . 3 . 4 

in modo che il coefficiente di a b sarà 
CT(y»— i)(/n— a) .... (w— /^♦■i) 

n . 3 . 4 7* 

Questa elegantissima espressione si chiama la formola iVept/- 
toniana del binomio ^ perchè Newton n* è l'inventore. La di- 
mostrazione, cHb ne abbiamo data, è appoggiata all'induzione, 
e perciò non è abbastanza esatta e rigorosa. Poiché , per quanto 
si prolunghi la Tavola IT, non potremo mai esser del tutto cer- 
ti , che la medesima regola si osservi nelle susseguenti potenze, 
che non sono comprese nella Tavola . Ma una maggiore accura- 
tezza ottener potremo mediante il discorso seguente. 

Supponghiamo , che la Tavola li sia stata verificata fino ad 
una data potenza dell'esponente n^ oioò che ci siamo assicurati 
essere 

, isU n n-^i. n(/z— f) «—a Trf/r— i)'n — a) n-*-3, , 

(aH-&) =a -4-»a b i -a A*h — • -a A*-i-»c. 

^ ' a il . ò 

io dico che la medesima regola avrà luogo anche per la potenza 

seguente, cioè sarà 

(o-hi) =a -H(/i-i-i)a 4-4-i i-a A^-h^- i-J- ^a A*-i-ec. 

^ ' ^ ' a a . 4 

Infatti se moltiplichiamo il valore di (an-i) per a-«-A , otterre- 
mo la potenza (o-i-A) - , la quale sarà 

(^>-h6} zza -Hwa i-i ia fta-i — i ti- ^ i«-4-ec. 

a a . o 

^ a &-t- /la ia-H -2 la J»-f.ec. 
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Ora -5 i-4-u=«( 1-1)=^ =-, 

A \ a / a 

n(n— 1)(«— a) n(/i— i) 7i(/i— 1)/«— a \ (n-^-iW/i— i) 

a. 3 ' \ = a ( 3 'V= 2 3 ' * «•°- 
«diente "("-jH"-")- • . (>»~rtll^n(«-.) . . . («-TH-a) 
a. 5 •4...r a. 3... (r— i) 

n(/i— i) . . . (w— r-»^)//i--r-Hi \ (wH-i)n(w— i) . , . (w— iH-a) 

— a . 3 . . . (r~i) V ? *"V"" a.3 ..... r 
Quindi , sostituendo questi valori , avremo 

lo che doveva provarsi. Pertanto , se la formula Newtoniana si 
verifica in una data potenasa, essa avrà luogo anche nella poten- 
za seguente. E siccome è «ertamente vera nelle prime potenze , 
lo sarà egualmente in tutte le altre * 

19. 

L' uso di questa* formula non è però ristretto alle sole po- 
tenze del binomio , ma si estende alle potenze di qualunque po- 
linomio . Si abbia in primo luogo il trinomio a \b ì e, il quale 
debba inalzarsi alla potenza m ; si ponga a^^tczp^ e sarà 
/ ^\^ ni m — I rn\m — i) m^— a . 



a 



mfm— -i)(m— -a) m^3 . 
-H-ri ^T 'p c*-f-ec. 

Ma siccome pzna > b^ avremo 

ni /_ . i\m m . ^^w— i? wfin— i) m— a*» 

p :=(a-f^) na -nma ^-+— 2 '-a i^-nec. 

w— I w— I / ,v w— a, (m— i)|m— a) ut— 3,<. 

/> =a -H(m— i)a i-f- ^^ -a i*4-ec. 

/'^^=a'^^^{m^%)a'^-^b^ ec. 

/>'^""*=a"*"^-H(OT-3)a'"-"^4* ec. 

ec. 
Sostituendo questi valori nella espressione precedente avremo 

(/M-c) » cioè (o-hÌ'^-c)^ espresso dalla formula 
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J^ m-^i t, ■ m[m—\) m^%i^ m(m-.i)(m— a) jn— 3^. 

a '\-4na g-^ a ^«.4-— a ^•-*-«c. 

a a . 5 

^!fc:!lc»(a'«-V(«-2)a'»-^Lec. ) 

-f-ec. 
ove si deve continuare qualunque linea tanto orizzontalmente 
quanto verticalmente , finché il coefficiente di qualche termine 
diventi zero • Sia per dare un esempio /7i=:3 , o sia si cerchi la 
terza potenza del binomio a-t-J-HC. Avremo (a-+-^-i-c)» 
=a»-H3a»i-H3aia-t^»H-3c(a»-Haai-Ht«)-H3c»(a-i-i)-i-c» 
=:»8-H5a»4-4-3aAa-HÌ»-H3a»c-f-6aic-i-3iac-4-3ac*H-3ic«-M:». 

CoU'istesso metodo si potrà elevare a qualunque potenza 
il quadrinomio a\h \ c-W . Facciamo a \ h\ czzq , ed avremo 

(o-hJ-^-c-m/) cioè 

Ora essendo ^=ff ■■♦ b \ e, se sostituiremo in questa formula i 

valori dì q ,q ec. trovati di sopra , avremo la richiesta 

potenza (a 1 & i c-W) . In simil guisa condurremo il calcolo 
per elevare ad una data potenza un polinomio qualunque, ri- 
ducendolo sempre ad un polinomio inferiore , il quale cioè con* 
tenga un minor numero di termini . 

ao. 

Abbiamo inalzato il binomio a-i-& alla potenza m; ma co* 
me potrà ciò eseguirsi, quando il secondo termine di esso sarà 
negativo, cioè quando il binomio sarà a— 4f Noi potremmo in- 
vero risolvere questo problema col medesimo metodo , col qua- 
le abbiamo trovate le potenze di o-f^; ma sarà più breve il de- 
durre la formula della potenza (a— £) dalla precedente. A ciò 
fare convien rammentarsi, che due quantità negative moltipli- 
cate tra loro danno un prodotto positivo: quindi siccome la se- 
conda potestà di — 1& si trova moltiplicando quella quantità — i 
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in se stessa, sarà questa seconda potestà zdb^^ Tistessa appunto 
cbe si ha nel caso di b positiva. Ma I4 terza potenza nasce dal 
moltiplicare la seconda b^ per— 6, onde riesce negativa, ed 
=— i » . Nella stessa guisa sarà (— 4) *=** , (— i) * w-i • , (—A) •=* S 
ec. dal che apparisce che delle potestà della quantità negativa 
— & la prima , la terza , la quinta . e le altre dispari son tutte ne> 
giìtive, la seconda, la quarta , la sesta e tutte le pari son positì<« 
ve . Quindi allorché b si cangia in — ^ , le potestà pari non sof- 
frono alcuna mutazione, ma le dìspari divengono negative. 
Ciò premesso, sarà facile adesso l'esprimere I4 pptepza 

{a^f^ . Poiché essendo 

% . 6 

e mutandosi (o-hì)"* in (a— A)*** , quando b si cangia in -^j 

troveremo il cercato valore di (a-«£)^ , se uella formula prece- 
dente scriveremo *-£ in luogo di b. Ma siccome mediante que« 
sta mutazione le potenze dispari di b diventano negative, rima* 
nendo le stesse le potestà pari, il primo termine, il terzo, e gli 
altri dìspari rimarranno li stessi, il secondo, il quarto, e gU 
altri pari diventeranno negativi • Sarà dunque 

(a—*) =a —ma b-^^ ' a b* 

/»(m— ì)(m— a) HI— 3, ,_^^^ 
— -a ^•■4-ec. 



a. 6 

Le due formule trovate per le potestà de'binomj «h-ì, ed 
IX—& si possono riunire in una sola come segue; 

(aiì:^} zza dt/»a i-*---^ -'a A» 

yyi(m— i)(m — a)^m— 3^^ 

se ■ ^ a ^*-4-ec. 

a . o 

ove il segno ambiguo zt: sì deve intendere in modo , che il segno 

superiore abbia luogo quando b è positiva, l'inferiore quando b 

è negativa . 
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CAPITOLO V. 

Dei Radicali . 

ai. 

\:uella quantità, che moltiplicata più volte in se stessa pro- 
duce una potenza » si chiama la di lei radice, e riceve il suo no- 
me il suo esponente dal numero delle volte accresciuto dell'u- 
nità, nelle quali è moltiplicata in se stessa per produrre la po- 
tenza. Così se è moltiplicata una sola volta in se stessa , si 
chiama radice seconda o quadrata, se due volte radice terza o 
cubica, se tre volte, radice quarta, o quadrato^quadrata , se 
quattro volte, radice quinta, e così in seguito. E dunque a la 
radice quadrata di a^ , la cubica di a' , la quarta di a^ , la quin- 
ta di a^ , ec. e così pure a^ è la radice quadrata di a^ , la terza 
di a^, la quarta di a*, ec. Viceversa, della medesima potenza 
a> ^ la radice quadrata è a« , la cubica a^ , la qu&rta a* , la se* 
staa^, la duodecima a. Generalmente di qualunque potestà 

Tit tn m 

a la radice quadrata è a ^, la cubica a , la quarta a ^ e in ge- 

m 

nerale la radice dell'esponente ti è a** . Si avrà perciò qualun- 

3 uè radice di una data potestà, se l'esponente della potestà si 
Lviderà per l' esponente della radice . 

Di qui apparisce , che avremo la vera radice di una pote- 
stà, ogniqualvolta il di lei esponente sarà divisibile per l'espo- 

I» 

nente della radice, poiché in tal caso a^ sarà una potenza dì 
a . Ma se m non si può dividere per n , allora non si potrà otte- 
ner la radice; così la radice quadrata di a^ non può aversi, per- 
chè il 5 non si può dividere per %. Né ciò deve far maraviglia, 
purché si rifletta che non vi è alcuna potenza di a, che molti- 
plicata in se stessa formi il prodotto c^ . 

Ma quantunque queste radici siano inassegnabili , pure sic* 
come spesso s'incontrano, e sono di un grand' uso nell'Analisi, 
si considerano con tutta l'attenzione, e si dà ad esse il nome di 
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radicali. I radicali adunque sono quelle potestà che hanno per 

esponente un numero rotto, come a^ ^a^ ^ a^ y ec. Ciò si deve 

intendere anche delle quantità complesse , come darebbe {a^y 

che indica la radice quadrata di .a-«-^, (3im-3&)^ , che indica la 
radice cubica di (ìa^'òbY 9 e le altre simili . 

Le quantità radicali si esprìmono anche in un* altra manie- 
ra, ponendo cioè avanti ad esse il segno |/^, che rappresenta la 
radice. E per denotare le diverse specie di radici, nel segno [/ 

si scrive l'esponente della radice in modo, che 1/ indica la ra- 
dice cubica, ìy^ la radice quarta, 1/ la radice quinta, e 

cosi in seguito; qilando poi il segno |/^ non ha alcun numero, 
s'intende sempre che rappresenti la radice quadrata . Sarà dun- 
que |/«=a* , |/(a-4-i)» =z(a-fA)* , ì/^ hc^ =bc^^=b^ e*, * 

ì/^a^bc^ ac:aaJc»*i=a'^**c^=:»*A^c' . La prima operazione da 

farsi su' radicali, consiste nella loro riduzione alla più semplice 
espressione ; da questa perciò cominceremo • 

%%, 

» y 1 1 n >/ 

Essendo K ab ziab zza bzdby a , se qualche fatto* 
re della quantità posta sotto il segno radicale avrà per esponen- 
te l'esponente medesimo della rad ice, si potrà fare uscir fuori 
del segno. Così essendo |/48a»Ac=|/4aa*.3*c, questo radica- 
le si scrìverà più semplicemente così; J^d^ibc. Così ancora 

z=^(a^) • = j/^(a^) *(a^)»=(a^)|/^(aH^) • 
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Per paragonate tra loro i radicali di diversa denominazìo* 
ne , convien ridurli al medesimo esponente . Dati i due radicali 

\/ a , 1/ b'^ si possono anche esprimer cosi, a '*, J^ ; gli es- 
ponenti — , £. ridotti al medesimo denominatore diventeranno 
^, 2£ , ed i radicali proposti saranno a '•^, ft "«, o sia V/a^^^ 

X/ b ^ y che adesso hanno il medesimo esponente . E siccome 

le frazioni ridotte al medesimo denominatore rimangono le stes- 
se, 8i manterrà l'istesso valore agli esponenti fratti di ciascun 
radicale , e perciò ai radicali medesimi , allorché son ridotti a 

comune denominatore , Dati pertanto i due radicali \/ a^y 

\/ ^ » i quali debbano ridursi al medesimo esponente, si 

moltiplicheranno tra loro i due esponenti n^q^ ed il prodotto 
nq sarà l'esponente comune ai due radicali, e l'esponente m 

della quantità a sotto il segno del primo radicale si moltipli- 
cherà per r esponente q del secondo radicale , e viceversa . 

24. 

Verghiamo adesso alle quattro principali operazioni su'ra- 
dicali , e siccome per riguardo alla somma ed alla sottrazione 
non vi è alcuna particolarità da notarsi , passiamo subito alla 
moltiplicazione. Si debbado moltiplicare tra loro idue radica- 

li dell' istesso esponente \/ ^s Ix *'' questi equivalgono ad 

«» , J», le quali quantità moltiplicate ci danno il prodotto 

c'^b^zd^abY ^ e rimettendo il segno radicale iX ab . Quindi 

si ha il prodotto de' radicali del medesimo nome lasciando intat- 
to l'esponente, e moltiplicandole quantità poste sotto il segno. 
Per mostrare la moltiplicazione delle quantità radicali comples- 
se daremo i seguenti esempj . 
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Esempio I. 
Si debbano moltiplicare tra loro le quantità tegnenti 

aa^-i- <n/a — l/a»-i-3i/a(a-H4)— aì/(a-i-ft)* 

Innesto è il prodotto cercato, il quale ridotti i radicali diventa 
aa^-Hal/o— aH-3j/a(a-i-i)— ao— ai, o sia 

Esempio IL 
Le quantità da moltiplicarsi siano a-i-a|/a-i-|V^i, 

4^»— Sl/a-i-alV^A, le quali ridotti i radicali al medesimo espo- 
nente diventano a-f-a|*/'^a*-f-|y^i*, 4^1»— SlV^a'-t-alV^^j* , 
«ade»Bo si faccia la moltiplicazione come segue . 

4a»-H8ai^/a«H-4tf l^ft» 

-i-adi^/ia H-4lV^*i*-i-a|/ *♦ 

-0 sia 4a»'^Sa\/a^-¥Saìy^h^€i^iAy^^a'b^ 

La divisione de' radicali del medesimo nome si fa come se 
le quantità non fossero sotto il segno radicale. Infatti, essendo 
Tom. L 5 
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n / t J* 

p/«==a»,|/^fc=&» avremo!^ , 

Per la divisiont de' radicali complessi si osserrino i seguenti 
esempi . 

Esempio I. 

Si debba dividere la quaatità Aa>— ao-Hii^/a^iSi per 

a'^/a^d\/b)2a *— ao-f- 1 ai/oi— 1 8 J(aa— 2|/'a-*-6|/'i 
aa ^-^^an/a^ai/k 

6a\/b^ óJ/oA— i8J 

o 
Esempio II. 

La quantità 6a—l*/fl»i*--ia|V/^J« debba dividersi per 

sH/a^i^b . 

^/a^òy/^b )6a^^a^b^^iaiyb^ ( V«-»-4l^* 

8l//a»Aa— lai/^i» 

8| >a»A«--- lal/ A» 

o 

Facilmente si comprende , come debba farsi la moltiplica- 
zione, e la divisione tra quei radicaU, che si chiamano univer" 
sali, ne' quali la quantità sotto il segno è un radicale comples- 
so. Si riducano prima questi radicali al medesimo esponente^ 
jpoi tolto il segno universale, icioè quello che comprende tutta 
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la quantità , si faccia la moltiplicazione o la divisione come so- 
pra, ed il prodotto o il quoziente si riponga sotto il segno uni- 
versale* Ecco un esempio della moltiplicazione. Si debbano 

moltiplicar tra loro le quantità 1/ («--a|/a-i-3 1^/ J), 

|/^(a£M-3|/a— 41/^*) . Tolto il segno universale si faccia la 
moltiplic azione come segue • 
a — 2|/a-HS|/^ A 

-H3a|/a — 6iw- 9J/ a»J« 

ed il prodotto cercato sarà 

Siccome ì\/^a:=ia^ , sarà \\/ o'^-^m'^ , e restituito il sf^ 

gno radicale \\/ ^y^^ìx ^ * ^^^^ P^^ inalzare un radicale ad 

una data potenza , conviene a quella potenza elevare la quantità 
posta sotto il segno radicale • 

Ma per estrarre una data radice da un ladicaile bisognerà 
moltiplicare per l'esponente della radice data Tesponente del 

radicale . Infatti essendo %/ arrM^ , e per estrarre la radice di 

una potestà dovendosi T esponente della potestà dividere per 

r esponente della radice sarà \/ \/ o,z:^\/ a . Quindi sarà 
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Alcune volte succede, che dalle quantità complesse sì pu^ 
esattamente estrarre la radice , in modo che svaniscono allora i 
segni radicali; e la quantità proposta prende una forma più. 
semplice. Convien dunque mostrare il metodo da tenersi per 
es trarre queste radici, quando ciò è possibile. E per incomin- 
ciare dalla radice quadrata, siccome la quantità a^-i-2a£-fr-&^ è 
un quadrato, di cui la radice è a-i-^, è chiaro che otterremo 
questa radice allorché ci è incognita, se estraendo la radice dal 
primo termine a^ , la quale è a, pel doppio di essa o sia per 2a 
divideremo il secondo termine 20^, poiché il quoziente sarà b, 
cioè r altro termine della radice. Di qui apparisce quel metodo 
che cercavamo, il quale schiariremo negli esempj seguenti. 

Esempio I. 

Si debba estrarre la radice quadrata dalla quantità 
6oa^56a^-i-25&' . Primieramente ordino questa quantità per 
a come segue 

36a^-f-6oaAH-25i* ( óan-SA 
36a^ iza 

6oab'^2,6b^ 
36a * -i-6oai-i-2 5i * 



Poi prendo la radice quadrata 6a del primo termine 36a* , e la 
scrìvo a parte; questa radice 6a inalzata al quadrato mi dà.36a^ 
che sottraggo dalla quantità proposta, ed ottengo il residuo 
6oab^^5b^ . Adesso prendo il doppio i^a della radice trovata, 
e per esso divido'il primo termine 6oab del residuo. Scrivo per 
radice il quoziente Sb; poi inalzando al quadrato la radice tro- 
vata 6aH-5A ottengo la quantità 36a*-(-6od(^256* , la quale 
sottratta dalla proposta siccome non mi lascia. alcun residuo, 
l'operazione è terminata, e la radice cercata è 6a-«-5&. 

Esempio IL 

Si voglia la radice quadrata della quantità 
4a'-^J^sia^i6ac-4-9&^— 24£c-i-i6c^ . 
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i^ixt^i2a&-4-i6ac-i-9&' — 24ic-f-i6c* ( aa— 3t-+-4<^ 

'^ì^ab -1-9A" 

1 6ac — a4AcH- 1 6c * 

1 6àc — 24ic-f- 1 6c » 

o 
Estratta la radice %a dal primo termine 4^> , ne sottraggo il 
quadrato 4^' dalla proposta quantità ed ho il residuo 
-riaaA-HiòacH-gA*— "a4ÌcH-j6c^ . Prendo il doppio 4^ della ra- 
dice trovata, e per questo dividendo il primo termine del resi- 
duo ^-laaA ho il quoziente —36, che è il secondo termine della 
radice. Alzo al quadrato la radice finora trovata ika— 36, e tol- 
go (ao— 36)' dalla quantità proposta, o pure 
(2£i— 36)'— 4^'r::— 36(4^—36) dal residuo, perchè 4^' fu già sot- 
tratto, ed ottengo il secondo residuo i6ac— 24601-1.60' , Divido 
questo per 4^3k-66 doppio della radice trovata, ed il quoziente 
4c mi dà il terzo termine della radice. Di nuovo sottraggo la 
radice ao— 36h-4o elevata al quadrato dalla quantità proposta, 
o pure sottraggo {aa—36-f-4c)' — (aa— 36)'zi:4^4^— 66h-4c) dall' 
ultimo residuo, e siccome nulla rimane^, la radice cercata sarà 
aa— 36^4^. 

In egual maniera dalle cose precedenti si potrà ricavare il 
metodo da usarsi per estrarre qualunque radice . Poiché essendo 

n w— 1, n(n— i) n— a.a 1 ^ j* 

a "^'iia b I ■ a b -nec. la potenza di esponente n 

della quantità a-i-^, se data la potenza questa radice fosse inco- 
gnita, si troverebbe prima estraendo la radice is.^^"^ dal primo 

termine a che sarà a, poi dividendo il secondo termine per 

na , cioè per la radice già trovata inalzata alla potenza n — i, 
e moltiplicata per /i, perchè il quoziente 6 sarebbe l'altro ter- 
mine della radice, 

a6. 

Ma lasciando queste cose da parte passiamo ad altre più. 
utili. Da ciò che abbiamo veduto della natura delle potestà è 
chiaro, che non tutte le quantità son potenze; onde spesso suc- 
cede che invano tentiamo di estrarre le .radici, e siamo condot- 
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ti a quantità radicali. Cosi non essendovi alcun numero o inte- 
ro o fratto, che moltiplicato in se stesso dia un prodotto eguale 
a 2, non si potrà estrarre la radice quadrata dal 2, e non si sa- 
prà mai cosa sia in numeri la quantità |/^a. L'istesso si deve 
intendere delle altre quantità radicali , le quali non si sa qual 
rapporto abbiano esattamente in numeri ad altre quantità co- 
gnite. Perciò esse si chiamano ancora incommensurabili, poiché 
non hanno una misura comune con altre quantità note . 

Ma siccome queste quantità radicali spesso s'incontrano 
nella soluzione de' problemi, e da esse dipende il valore delle 
quantità che si cercano , perciò hanno procurato gli Analisti di 
ottenere il valor prossimo de' radicali, giacché il vero ottener 
non potevano. Questa approssimazione è di un grand^uso, ed 
ha tanto maggior pregio, in quanto si accosta al vero valore co* 
me più piace, in modo che l'errore che si commette riesce cosi 
piccolo, come si vuole. Per far ciò bisogna ridurre il dato radi- 
cale in serie, cioè in una formula composta d'infiniti termini , 
i quali vadano sempre diminuendo . Ora siccome la serie conti- 
nuata all'infinito dà il valore del radicale, quanti più termini 
prenderemo , tanto più ci accosteremo al vero valore , e quindi 
non vi è alcun limite all'approssimazione. Cerchiamo adunque 
come si svolgono in serie i radicali . 

Siccome i radicali si possono considerare come potestà di 

ponente fratto^ la quantità \y/^(a^)'^ si può esprimere per 



es 



m 



(o-f^)*», cioè pel binomio a-ni inalzato alla potenza — • Ora 
poiché abbiamo trovato di sopra essere 

a . 3 

se facciamo zk^—. avremo 

* n 

m m m-^n m— an 

/ t\ n . n ^^ n t w(m— n) n » - 
^ ' n n.^n 
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m 



la qual formula yà ali* infinito » perchè — è una frazione 



Ma in qaesta serie ritroTiamo le quantità a'*^ a '^ ^a '^ »•#. 
le quali sono radicali , onde pare a prima vista che poco yantag<» 
gio da questo metodo ricavar si possa , poiché esso ci dà il ra- 

dicale \y(o^^) espresso per altri radicali • Ma è facile il ve- 
dere che questi spariranno > se per a prenderemo una qualunque 
quantità elevata alla potenza n. Perchè posta az::c sarà 



ra^i-n m— an 



i/<. 



^izuT ,a ^-^c^^.a ^ szc'^^^'^ec.e sostituiti questi và. 
lori 

^ m(w— /?)(m— ayi)^ iyi--3/>^. ^ ^^ 
n,ttn,àn 

Se adesso facciamo m=:i , ed /i=a , 3» 4> *<^- avremo le se- 
rie seguenti perTestrazionedella radice quadrata, cubica , quar- 
ta ec. 

^ ^^' ac a.4c» a.4.6c» a.4.ò.ttc» 

. 8>< . .X i> i.aia ì.'^.òhi T.a.5.8^4 

. ♦^^ . »\ '^ i.3Aa 1.3.7^» 1.3.7.11^4 

K ^ ' 4c* 4.ttc» 4.8.iac>' 40.1a.16c'» 

ec. 
Quando dunque sì vuole estrarre la radice n.«*^>B* da una data 
quantità, conviene questa quantità dividere in due parti, una 
delle quali sia una potenza dell'esponente n, e poi far uso del- 
le serie precedenti. 

Prima però di fame l'applicazione a qualche caso partico- 
lare, importa molto il notare alcune cose. Delle serie altre sono . 
convergenti altre divergenti ; in queste i termini vanno tanto 
più crescendo, quanto più si allontanano dal primo, in quelle 
i termini vanno contìnuamente diminuendosi . Le sole serie 
«convergenti possono adoprarsi per le approssimazioni; perchè 
r approssimazione è appoggiata a questo principio, che somma- 
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ti alcuni de' primi termini gli altri possono come piccolissimi 
trascurarsi. Ora ciò non può farsi nelle serie divergenti, perchè 
in paragone de' primi non si possono lasciare da parte i termini 
seguenti, i quali sono magcìori di quelli o per lo meno eguali. 
Vediamo adunque quando le serie di sopra trovate sono conver- 
genti, quando divergenti. È chiaro che i termini di queste se- 
rie crescono crescendo 6, diminuiscono crescendo e: onde se b 
sarà minore di e le serie saranno convergenti. Il numero dal 
quale dev'estrarsi la radice, si deve perciò dividere in due parti 

e , e b y in modo che e non sia minore di i , e quanto più. 
grande sarà e riguardo a &, tanto più convergente sarà la serie, 
e un numero minore di termini sarà necessario per la cercata 
, approssimazióne . 

Esempio I. ' 

Si debba trovare prossimamente la radice quadrata del nu- 
mero a . 

Il quadrato prossimamente inferiore al numero dato è l'u- 
nità, onde convien fare c=ii , b^i . Sostituiti questi valori la 
serie diventerà 

y ^^ I !•! T'S 35 3. 6.7 

la qual serie continuata all'iolìnito dà il vero valore di l/^i-pet 
averneil valor prossimo bisogna sommare molti termini. Il primo 
termine i è vicino alla cercata radice, ma se prendiamo due ter- 
mini i-t- — , o tre i-i--^ ^,0 quattro i-i-^^ ^-i- — —r , 

ai jk a. 4' ^ a a. 4 a. 4. 6 

o cinque ec, ci accosteremo sempre più al vero valore di (/"a. 

Così le frazioni i , — , -5- , -7- » "^5 ec. danno il valore della 
' a ' 8 16 ia«' 

radice cercata sempre più esatto, in modo però che la prima , la 
terza, e le altre poste in luogo dispari sono minori del vero , la 
seconda, la quarta, e le altre in posto pari maggiori del vero^ 
come apparisce dalla forma della serie, nella quale comincian- 
do dal secondo termine i segni sono alternativamente positivi e 
negativi . 

Ma questa serie è poco convergente, e ciò è accaduto per- 
chè i numeri e e A non differiscono tra loro . Per avere un'altra 
serie più convergente moltiplichiamo il numero a per un qua- 
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drato, per 68. per loo, e «ara (/'a=J/ . ^11 quadrato prossi- 

mamente inferiore al numero acc è 19Ó, la cui radice è 14 ; on- 
de \/%=A/ '^ "*"^ =dX •^-T^= t1^(7 "-•- • Facciamo adii n- 

que c:^i , h^\ , ed avremo 

. _y^l \ t 3 3.5 \ 

'^*^6v"'"a.7 4.4.7»"*"» 4 6.7* a.46.87'"'"* 7 
la qnal serie è molto convergente, perchè presi solamente i pri- 
mi Quattro termini avremo la frazione ^,, 9 o sia la frazione 

decimale i , ^ì^2ì3, la quale non differisce dal vero né pur di 
un milionesimo. L'istesso artifizio deve usarsi in generale per 
ottenere serie convergenti . 

Esempio II. 

Si debba estrarre la radice quadrata dal numero i5. So io 
prendessi il quadrato inferiore che è 9 , avrei c=:3 , A=:6 , e poi- 
ché c<A avrei una serie divergente. Prendo perciò il quadrato 
superiore che è 16, ed ottengo c:=4' ^=—1 > e sostituiti questi 
valori 

y g— ^ ^ ^ ? 3.5 . 

1^15—4 ^^ ^^^- a.4.6.4» a.4 6.8.4' ^* 
Questa serie è assai convergente, perchè presi due soli termini, 
cioè 4> ® """ìT' ^® nasce il valor prossimo :=— r=3, 87S, il qua- 
le non differisce dal vero né pur di tre millesimi. Se è necessa- 
ria maggiore esattezza, converrà prendere tre, o più termini. 

Abbiamo supposto che la formula del binomio abbia luogo 
neir inalzamento a potenze di esponente rotto. La dimostrazio- 
ne, che abbiamo data del teorema Newtoniano j essendo per in- 
duzione dedotta dalla osservazione de* casi particolari, potrà 
ammettersi per le potenze di esponente intero, ma per quelle 
di esponente fratto converrà appoggiarla a qualche nuova ra- 
gione. Sia dunque 

mb m{m^^n)b» 7i>(m— n)fm— ftn)^s 

p=— H i— H — • h; — r-^— -♦- ec. 

na n.»na* n.nn.òna^ 

io dico che sarà (i-h— )'"=(i-Hf)'*. Poiché 

Tom. I. 6 
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Ora ae prendiamo le potenze dip avremo 

» «n: 1 — -f- ec. 






ec. 
ec« 



e sostituendo questi yalori avremo (ih-/') espresso dalla formala 
mb m(m— /il^a m(yii — '/i)(m— aw)^ ^ 
1 1 1 I a — , *+■ ec, 

.4._j — >♦■ 1- ec, 

a/iaa a/f.an/i^ 

H i — «> \ , i-ec. 

e riducendo i termini simili dalla formula 

b m^'^^m b^ m^~^m2~^amb* 

1-+-/» — f- . H r . — — f- ec. 

a a a^ o ai 



b to(/?i— i) ^a m(/ii— i)(m— a) 3» 

i-W7f — -f— — ,- — -^ .- t " ec. 

a a aa a.D a^ 



o finalmente dalla formula 

ra ] 

Questa esprime il valore di ' I-K-: ;dunque(i-H/?) =r(l-i-^l > 
quindi a^l^j^^^zzia^f^zza^il-^pf, ed estratta la radi- 



e 

ce /i.wi»» 



m m m m— ?» m— a/i 



(aH-6) =:a (iH-p)z=a -♦-—a m — • a b^ 

m— 3/1 • 

n.a/i.o/i 
come sopra avevamo supposto. 

La medesima formula del binomio può anche adoprarsi 
quando l'esponente della potestà è negativo. Facciamo 

(o-H^) zza -^ma i-4 — • -a b^ 

a.3 
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laguarespressione sì ricava dal teorema iVcPc;foaia/xo facendovi m 

negativa,e8Ìccoine(a^)^^.(aH-Ar=I, se il valore di, (a-ni)""'^ 
è quale lo abbiamo supposto, il di lui prodotto eoa il valore di 

(or^bf^ deve essere eguale all'unità. Ora siccome 

(a-i-i) zza -Hwa Ah a, «>• 



m(m--i)(m— ^W2— 3, 3 
-^. o £>'-♦- ec. 

:».0 



avremo («-♦-*) .(a-i-A) "* così espresso 

o —I. ma-i-m^ — A^^ ^i±?.2i!±^A"'^&»-t.cc 
a —ma ^-i ^ ^»— r n o -t-ci.. 

_i_ j 6^^ -^ ^ os-+- ec. 



,n s— 3 w 3-i-am _— 3 



a 

""a^^^é'H-cc. 



^ iT3 

ove i coefficienti del secondo termine e de' seguenti evidente- 
mente svaniscono , e siccome rimane il jsolo termine a°=l , «ara 



la formula che esprime il valore di (a-nJ) moltiplicata per 
(a^f^ eguale all'unità; lo che doveva succedere se quella for- 
n\ula era vera . È dunque 



(a-H-ft) ma —ma g^H — ^ ^* 



-J!!i^±ll(i^±^a-"'""'^i»^ ec. 
a. 3 

1/ J m(OT-Hii** m(m-<-i)(m-i-a)A* ^ \ 

/n\ a a «a a. 3 «* / 

a 

la qual'espressione va all'infinito, e serve per ridurre in serie la 
frazione — - — . Ma acciò la serie riesca convergente bisognerà 

prendere a>i : così facendo mzzi , a^ , 4=1 avremo 

l-=i — ^-t--5- — -i -H ec. alP infinito. 
3 a A 8 i6 

In simil guisa si aimostrerà la formula del binomio aver 
luogo anche nel caso dell'esponente fratto e negativo. 
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C A P I T O L O VI. 

Delle quantità imaginarie . 

117. 

JJa quello clic abbiamo detto de' radicali apparisce chiaramen- 
te, che di alcune quantità non si può esattamente esprimere il 
rapporto alle quantità intere e fratte; contuttociò esse si am- 
mettono nell'Algebra, perchè il loro valore si può ottenere tan- 
to prossimamente quanto piace. Un paradosso piii grande ci 
presentano le quantità imaginarie, che s'incontrano nell'Alge- 
brica soluzione de' problèmi, le quali non esistono, ed è impos- 
sibile lo esprimerle non solo esattamente ma né pure per ap- 
presa mazione . Nientedimeno l'Analisi considera, ed insegna 
ad operare su queste quantità^ sì perchè qualche volta dall'u- 
nione dì più quantità imaginarie ne nascono quantità reali, sì 
perchè il valore imaginarie di una quantità, dalla quale la so- 
luzione di un problema dipende, mostra che questo problema ò 
impossibile. Ciò meglio si comprenderà, quando parleremo del- 
, la soluzione de'problemi. 

Per ben conoscere la natura delle quantità imaginarie con- 
vien ricordarsi , che il quadrato di una quantità tanto positiva 
che negativa è sempre positivo: da ciò segue che è impossibile 
lo estrarre la radice quadrata da una quantità negativ/i . Se dun- 
que nella soluzione di qualche problema siamo nel caso di do- 
vere estrarre la radice quadrata da una quantità negativa — fl^, 
questa radice non esiste, e perciò |/-*a* ha il nome di quantità 
imaginaria o impossibile. Per più semplicità questa quantità 
j/L- a» si esprime in altra maniera cosi aj/— i, poiché essendo 

— a»:=a*X— ' ,8aràj/— a'^rJ/a^X — i=^l/— i -Se ad una quan- 
tità imaginaria si aggiunge una reale, o se ne sottrae, o si mol- 
tiplica per essa, o l'uria per l'altra si divide, il resultato si de- 
ve reputare una quantità imaginaria. Così, essendo a , &, e rea-* 

li, le quanti tàan^t]/'--!, a--ft)/'--i,aH-Acj/—i, ' so- 

e 

no tutte impossibili. 

Essendo positivo il cubo di una quantità positiva , negativa 

quello di una quantità negativa, la radice cubica di una qunn- 
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tità negativa sarà sempre possibile, o sia reale; onde nelle radi- 
ci cubiche nou s'incontrano alcune quantità imaginarie. Ma la 
quarta potenza dovendo esser nece8sai*iamente positiva, da una 
quantità negativa non si può estrarre la radice quarta , e perciò 

I /-— a*=a|>/-— I è imaginaria. L'istesso s'intenda di tutte le 

radici di esponente pari , le quali, saranno iipaginarie , se la 
quantità sotto il segno sarà negativa. 

La somma e la sottrazione delle quantità imaginarie si 
fa nella solita forma: così aj/— i-i-i|/'— i , ed al/"— 1— ip/— -i 
significa che la quantità ij/— i nel primo caso è aggiunta, nel 
secondo è tolta dalla quantità tì\/^i . 

Se la quantità reale a si dovrà moltiplicare per 1* imagina- 
ria i^/— I , il prodotto sarà oi^— i , ove per i segni vagliono le 
solite regole. Non così succede se devono moltiplicarsi tra loro 
due quantità imaginarie : poiché essendo qualunque radice qua«- 
drata moltiplicata in se stessa eguale alla quantità posta sotto 
il segno radicale, saràj/'— iXf/— 1=:— i , e quindi 
fl|/— i.i^^— irraij/'— i.p/— i=:aiX— 1=— ^j cioè il prodotto 
di due quantità a|/^— ì , ìj/— i imaginarie positive è reale e ne- 
gativo ^ — ab. Lo stesso deve dirsi del prodotto di due quantità 
imaginarie negative; perchè 

— fll/—iX--*|/^—>==^»*|/--« ■!/'—• !==»*• Se poi le quantità ima- 
ginarie sono di diverso segno, il prodotto è positivo, poiché 
a\/^ìX'-h^—^='-<^^^yi/'-i=—abX-i=ab. Poste que- 
ste cose è facile adesso il moltiplicare tra loro le quantità ima- 
ginarie complesse, come mostra il seguente 

Esempio 

Si debbano moltiplicare tra loro le quantità 
4a-4.3l/il/— i-i-aiv^— I, 6a— 2j/Al/— i-i.3c|/— I ; il prodotto 
ti troverà come segue. 

4a^3|/^/— I -i-2c|/— I 

a4a "H- 1 H.*i/A|/— i h- i aacp/— e 
"i-iaac|/^— I — Qc[/A — 6c^ 
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Se una quantità imaginaria si dovrà dividere per una reale , 
il quoziente si otterrà osservando per i segni le solite regole , cosi 



!- =i^— I . Ma se una quantità reale ah si dovrà divi- 

— df 

dere per una imaginaria ft|/— I , il quoziente sarà imaginario e 

negativo, cioè z:— a(/:— I ; poiché 

ab a — fli/^i — aj/-«i . 

— a& — a al/— I . 

— 7r> — =="77 — = y—^ 7 — =— al/^— I : Cloe se il divi- 

dendo reale e il divisore imaginario avranno i medesimi segni , 
il quoziente sarà negativo; se avranno segno diverso, il quo- 
ziente sarà positivo . Se poi la quantità imaginaria ai\/^^\ si 
deve dividere per Timaginaria i|/'— i , il quoziente sarà zsa, 

- , oi|/— T a|/'— I , — ail/— 1_ 
perchè ^^——^ZlL. :^a; e così pure — j-^ =— a 

A|/— I |/— I *|/— I ' 

"T ,, ; — =s— fl, e finalmente r-^ =a, cioè in questo caso \ 

— ^— I — è|/— I ^ 

segni si regolano al solito . Per la divisione degli imaginarj com- 
plessi diamo il seguente 



Esempi 



o 



Si debba dividere la quantità 
a4aa-+-ioail/— l-i-24«c|/— l-+-6i«— Sic— 6c" per la quantità 
4a-i-3i|/— i-4-ac(/'— I; l'operazione si farà come segue. 
4aH-3i|/— iH-ac|/— i)a4aaH-ioaA|/— iH-a4acl/— i-i-6A«--5Jc---6c* 
6fl— aJj/— iH-3c^— 1 )ai^aH-i8ait/-—T-»-iaact/-*T 

— 8flil/— iH-iaac(/— i-t-6J«— 5Jc— 6c« 

— 8ait/— I -t-6&^-4-4^c 

^ iaflc|/— 1 — 9*c— 6c» 

I aacl/"— I — igio — 6c • 

o 
Passiamo alle potenze delle quantità imaginarie^ e sicco- 
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me /i}/— iX*l/— "i=— ^"j wrà (a|/—i )«»=—/»•; quindi 
(fl|/— 1)'=— aa.fl|/^i=— a*|/— I , 

[ai/ — !)•=»•, ec. Sono dunque reali tutte le potestà pari di 
(al/"— 1)» imaginarie le dispari ; e per riguardo alle potenze pari , 
esse sono positive se la metà del loro esponente è pari, negative 

se è dispari, cioè è sempre (o^— i) :=a se m è pari, 

(a|/^— i) =— a se m è disparì . Le potente dispari son posi- 
tive, se tolta l'unità dal loro esponente, il residuo è parimente 
pari, o sia divisibile per 4; se nò, sono negative. Così 

(a(/^— i) =Mt .y^^i se w è pan , 

(ap/— i) =— a .|/-^j se m è dispari . Le potestà 

degl' imagi narj complessisi troveranno per mezzo del teorema 
Newtoniano, e sarà 

(an-i}/— i) =a -*-«a ip/— i ^-t a i« 

29. 

Abbiamo fin qui supposte le quantità imaginarie formate 
dalla somma di una quantità reale, e di un'altra reale molti- 
plicata per {/'^i ; e ciò abbiamo fatto, perchè è stato dimostra- 
to dal Sig. d* Alembert, che qualunque quantità imaginaria si 
può sempre ridurre alla forma A'^B[/'^i , ove A e B sono 
quantità reali. La verità di questo teorema è chiara per ri- 
guardo alla somma e alla sottrazione, ed anche alla moltiplica- 
zione, perchè il prodotto delle due quantità a-4-£|/'— 1, e 
c-i-d^/— I è rzacH-a^^/— i-i-ic|/— I— Arf, cioè della forma 
A'^B^/'^i posta Azsac^dy e Brzzad^c. Della medesima 
forma è pure il quoziente nato dalla divisione delle quantità 

imaginarie, poiché^ -j-p moltiplicando di sopra e di sotto 

per c---dt/---i diventa ^ r-i 
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aC'-¥'bd hc~^ad y .^ ^ eic-^d -^ hc^-ad 
r= ; — I --H/^— ' 9 ov^ perciò Azz 7-, e Bzz =- . 

Abbiamo veduto di sopra essere 

, T. y X» « n — It. / n(n — i) n— a, , 

7i(w— i)(n— a) /»— 3, ,^ / 

i^ 4*|X— i-f- ec. 



Onde se ponghiamo 

. n w(«— r) /i^a.^ w(/2— i)(n— a)(/i— 3) n— 4la 

A^ja -a i»-f--2 11- — Il La •r^*— ec. 

SL a . o . 4 

Bzzna b ■ ^^- a A*-+-ec. 

ne nascerà (a-HAj/'— i) =:y4H-iB|/'— i . Se facciamo n fratta , 
avremo ridotte alla medesima forma le quantità radicali imagi- 
narie. Rimane il caso, in cui T esponente n è egli stesso imagi- 
nario, il quale insegneremo a ridurre, quando ci saremo un po- 
co più. inoltrati . 

CAPITOLO VII. 

Della risoluzione de' Problemi, e delF equazioni 
del primo grado . 

3o. 

\/uello che abbiamo detto fin qui sul computo delle quantità 
si deve applicare alla soluzione de' problemi, nella quale consi- 
ste Tuso dell'Algebra. Poiché dalle condizioni date tra le quan- 
tità cognite ed incognite l'Algebra insegna a determinare il rap- 
porto, che passa tra queste e quelle. E siccome qualunque pro- 
blema si raggira intorno alla quantità, qualunque condizione 
di esso si ridurrà sempre ad un rapporto di eguaglianza tra le 
quantità incognite in qualsivoglia modo mescolate con le co- 
gnite , il quale si chiama equazione , e si divide in due membri 
dal segno ^ di eguaglianza. 

Allorché ^ proposto qualche problema, convien primiera- 
mente farsi un idea chiara di ciò che si cerca, distinguer bene 
le cognite dalle incognite, rappresentarsi ed esprimere adequa- 
tamente tutte le condizioni del problema, e resecarne tutto ciò 
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che vi è d'inutile. Sopra questo nulla in generale si può iuse* 
gnare; V uso solo e l'esercizio possono renderlo facile. Quando 
poi tutte le condizioni del problema sono state espresse per al- 
trettante equazioni , convien risolvere queste , cioè ricavarne il 
valore dell' incognita . Questa seconda operazione non è così in- 
certa come la prima, poiché, data una equazione, alcune regole 
fisse insegnano il modo di ottenerne il valor della incognita. 

Siccome la varietà infinita de* problemi conduce ad infinite 
equazioni di una forma diversa , hanno stabilito gli Analisti di 
dividerle in varie specie o gradii ì quali riconoscono l'origine 
ed il nome dall'esponente dell'incognita; in modo che quelle si 
dicono di prime grado» nelle quali il massimo esponente dell'in- 
cognita è =1 , di secondo se il massimo esponente è :=:&, di terzo 
se è =3, ec. E quantunque questa distribuzione dell'equazioni 
sembrar possa arbitraria , si vedrà in seguito che essa dipende 
dalla natura dell'equazioni, e dai diverbi metodi di risolverle. 

3i. 

Allorché -si é tradotto il problema in equazione , convien 
risolverla , cioè ridurla ad un' altra , in un membro della quale_ 
•8ÌSL la sola incognita , nell' altro le sole cognite : e qui si osservi 
che le quantità incognite saranno in seguito espresse per mezzo 
delle ultime lettere ar , y , « , m , ec. dell'Alfabeto, le cognite 
per le prime a , i , e , ec. Le regole per risolvere l'equazioni di 
primo grado, delle quali adesso parleremo, sono tre, da usarsi 
aecondochè r incognita è diversamente involta tra le quantità 
<;ognite : ora ciò può succedere in tre modi, o mediante la som- 
ma e la sottrazione , come nell' equazione a;-4-3=5— :r ; o per 
mezzo della somma della sottrazione e della moltiplicazione, 
come nell'equazione 4^r— 61=^07-4-16 ; o finalmente anche me- 
diante la divisione . 

Sia data F equazione 4^-i-3=ia— aj7, e da ambedue i mem- 
bri si sottragga 3, i residui 4J?-*-3^3, la — aar— 3, cioè 4ir, 
la— aj7— 3 saranno eguali, o sia 4^r=:ia— aa7--3, ove il termine 
•4-3 dell' equazione data è stato posto dal primo nel secondo 
membro mutandogli il segno, e lo stesso può farsi in generale. 
Adesso ai membri di quest'ultima equazione 4*^>^c=ia"— ao;^— 3 si 
aggiunga ao?, e ne verrà 4^-4-a:r^ia— aj?— 3-«-aor, cioè 
4^<4-aac=ia»3, ove il termine— a^ mutato il segno è stato tra* 
Tom. I. 7 
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sportato dal secondo membro nel primo. Di qui nasce la prima 
regola: qualunque termine, cioiè, può portarsi da un membro 
nell'altro salva l'equazione 9 purché gli si cangi il segno. Per 
mezzo di questa regola si possono ridurre in un membro tutti i 
termini ohe contengono l'incognita, non comprendendo l'altro 
che quantità cognite. Per far ciò si scriverà di nuovo l'equazio* 
ne ponendo nel primo membro i termini affetti dall'incognita 
con i loro segni se erano nel primo membro, con i segni mutati 
se erano nel secondo, e tenendo Tistessa regola per riguardo al« 
le quantità cognite da collocarsi nel secondo membro . Così l' e- 
quazione 7Jr^=:6j;-4-i4 diventa 7 jN—6ar=i 14-4-8, cioè :r=:2a, e 
l'equazione ajt-t-^c— <:.T=ac— i^ ai riduce ad ajf— cx-4^a:=ac— &c. 
Allorché tutti i termini affetti dalla incognita sono stati 
posti nel primo membro, fatta la riduzione si deve osservare se 
l'incognita é moltiplicata per l'unità, o per un altro fattore: 
nel primo caso l'equazione è già risoluta, come succede nella 
seguente 3x-f-4^==^^'-*-8 » 1& quale trasponendo i termini diventa 
3x— Aa:=8— 4» ^^oé 07=4» ^ ^i ^^ ^^ valore dell'incognita. Neil' 
altro caso, in cui l'incognita ha un coefficiente diverso dall'u- 
nità, convien per esso dividere il secondo membro. Così l'equa- 
zione 8o7-i-6:=:3o— 4^ trasponendo diventa 8x^-40;= 3o— 6, e ri- 
ducendo i^x^z24; se ora dividiamo per 12 l'uno e l'altro mem* 

bro, si mail terrà l'equazione, e sarà — =— , o siaocr^. Quin- 
di se dopo la riduzione l' incognita è moltiplicata per qualche 
quantità, si scriva sola nel primo membro, e si divida pel ^uo 

oc 
coefficiente il secondo membro. Così se axzdbcy sarà a:=: — , e 

a 

più generalmente se abbiamo l'equazione ax^c-^xrzac'^x ^ 

che per la trasposizione diventa ax-^X'^^arzzaC'^c ^ o sia 

(a-i-i— <?)j7=Mtc— Ac, dividendo avremo x^l — ^ : in modo 

che, se il primo membro è composto di più termini, bisogna di- 
videre il secondo per la somma di tutti i coefficienti . E poiché 
il coefficiente di :r è l'unità, se avremo l'equazione x-^^xzzb^ 

sarà x=: . 

Queste regole hanno anche luogo, se l'equazione è compo- 
sta di frazioni; ma in questo caso torna più conto di mandar sn- 
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bitovia le frazioni. Proposta l'equazione — -»-4=:^-*- 1 a——-, 

se moltiplicbiamo tutti i termini per 3 denominatore della pri- 
ma frazione, questa salva l'equazione anderà via, ed avremo 

skòx 3.4^ or 3.6x lajp ^^ i5j: g,. . 

—5 — i-ia=— ^-Hoo— , o sia ax-*-ja=-= — h3o— . 01- 

3 5 7 ^ *^ 5 7 , 

milmente se moltipliclieremo questa equazione per 5 denomi- 
natore della prima frazione che rimane , anche questa se ne an- 
derà, ed avremo ioa7-*-6o=:iaa7-4-i8o— -s — . Finalmente molti- 

7 
plicando per 7 denominatore della frazione rimasta avremo Te* 

quazione 7Qj7-«-420=r84x-Hi26o— 75a7, che non conti en più al- 
cuna frazione. Quindi per liberare un^ equazione dalle frazioni 
bisogna moltiplicare tutti i termini per ì denominatori di cia- 
scuna frazione . 

Le frazioni si possono anphe eliminar tutte per mezzo di una 

sola operazione . Si riprenda V equazione — -i-4= ^ H-ia— — , 

a A fi 
e le frazioni -3-, -^, — si riducano al medesimo denominatore, 
007 

lo che farà diventar l'equazione ^-r -4-4=:-^ h-i a— 2— . Se an- 
che i numeri 4 ® la si ridurranno in frazioni del medesimo de- 
nominatore ic5, si avrà 70ar-*-4ao=:84ar'4-i26o— 75^7 , come so- 
pra . Per eliminar dunque le frazioni convien moltiplicare i ter- 
mini interi pel prodotto di tutti i denominatori, ed il numera- 
tore di ciascuna frazione per i denominatori delle altre. 

Dopo queste regole tutta la difficoltà nella soluzione dei 
problemi di primo grado si riduce a porre il problema in equa- 
zione. Per renderci ciò familiare, ci eserciteremo. ne' seguenti 
problemi. Problema I. 

fy Tra un padre ed il di lui figlio vi corrono quaranta an- 
„ ni , e sii anni di ambedue presi insieme sono cento ; qual' è 
„ r età di ciascuno f „ 

Sia l'età del padre szx^ e siccome il figlio .è 40 • anni piii 
giovane del padre 9 per aver l'età del figlio converrà sottrarre 
40. anni da quella del padre , e sarà perèiòretà del figlio =:r— 4o. 
Ma per la condizione del problema le due età prese insieme so- 
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no =100; avremo ciunquearH-o?— 4o=:ioo cioè aor— 4o='0<^>ch« 
è l'equazione del problema. Da essa per mezzo della trasposi-. 

zìone abbiamo 2^:= 100-4-40:= 140, e finalmente j;= -^=170. Co- 
nosciuto il valore di or, cioè l'età del padre , avremo quella del 

figlio =a:— 40=^70— 4^^=^^ • 

Generalmente se di due quantità a: ed j è data la somma a 

e la differenza i, sarà arrr , yzz, , cioè la quantità mag- 
giore sarà eguale alla mezza differenza aggiunta alla mezza som- 
ma , e la minore eguaglierà la mezza differenza sottratta dalla 
mezza somma. r» rr 

F«OBLBMA li. 

», Un pRidre ha lasciati morendo loooo zecchini da divi- 
99 dersi tra i suoi tre figli in modo , che il maggiore abbia 2000 
yy zecchini più del secondo , ed il secondo 3ooo più del terzo: si 
„ cerca. la porzione di ciascuno. ,, 

Sia X la porzione del primo, quella del secondo sarà 
rr^-aooo , e la porzione del terzo a:— aooo— 3ooo ; ora queste tre 
parti dovendo formare l'intiera eredità di loooo zecchini avre- 
mo a;-*-j7—ftooo-<-x—5ooo=:i 0000, cioè Sor— 70001=10000, e tra- 
sponendo »3a7=i:ioooo-*-700o=:i70oo, e divìdendo per 3, 

^^= — ò — =5666-4-—, che è la porzione del primo, la parte del 
secondo sarà 5666-f--j—aooo=3666-<-4-, e quella del terzo 
3666-*-— ■— 3ooo=r666H— 5- . 

o o 

Più generalmente sia proposto di dividere uh numexo qua- 
lunque b in tre parti in modo, che la prima superi la seconda 
della quantità a , e la seconda sia maggior della terza della 
quantità a'. Posta la prima parte ^lx , sarà la seconda ^lt— a, 
e la terza :=a:— a— a'; onde avremo l'equazione 3ar— aa— a'z=J , 



3 

Si debba ad<*s80 dividere la quantità b in quattro parti in' 
modo, che la differenza tra la pnma e la seconda sia /z, tra la 
seconda e la terza a! , tra la terza e la quarta a". Posta la ])rima 
parte =j:, il calcolo si farà come segue: 
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X" a -o 



4x— 3a— aa'— a izft 

dalU qual equazione si ricava a?=s . 

NelP ìstessa guisa se la quantità i si dovrà dividere in 5 
parti, e le differenze incominciando dalla prima siano per ordi- 
ne a, a', a", a'", fatto il calcolo si troverà esser k prima par- 
te , cioè xzz ^■■^4^"*"^^'-»-^^"-^^''\ E similmente se le partì saran- 

5 
no sei, e la quinta differenza :=a'^, si troverà 
^^-^a-H4^VSa^'-*-^a^^-^a^^ j^^ ^^ j^ p^^^i ^^^^.^ j^e sole , 

• 6 

abbiamo di sopra trovato x=—^ . Riunendo insieme i valori 
trovati di x formiamo la Tavola seguente : 

Numero La massima delle 

delle parti partilo; 

. Sk x^z 

sh 

3 . x= j— 

4 ^^ 4 

5 xz= g 

ce. ec. 

Apparisce da questa Tavola che il denominatore di ciascun va- 
lore di :c è eguale al numero delle parti; nel numeratore poi il 
coefficiente del secondo termine è sempre minore dell'unità che 
il denominatore, e gli altri vanno sempre decrescendo dell' uni- 
tà fino all'ultimo, che è :=i . Onde se il numero delle parti sarà 
m , avremo la formula generale così espressa: 

i-4^m— 1 )a-4-(^— a)a^-4-(m— 3)Q'^H-(fw — 4)o"^H" ec. 
xzz ■ . I ■ 

m 
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Problema IIL 

,, Se da una quantità si sottrae la' di lei metà e uno dì più, 
^f da quel che rimane la metà ed uno di più , da questo secon- 
,f do residuo la metà di nuovo ed uno di più, e si trova che 
,y quel che rimane è z=i , trovare la prima quantità. ,, 

Sia quella quantità =^» • la di lei metà accresciuta dell'u- 

nita sarà z^r^-hiz::^^ — t ^^ quale se si sottrae da j? ci darà per 

residuo . La metà di questo residuo accresciuta dell'unità 

è =:-^^-4-iz= — -, la quale sottratta dal medesimo residuo ci 
4 , 4 

darà——. Questa quantità divisa pera ed aumentata dell'uni- 

tà diventa—;; — 1-1=1—5—, e sottratta dal secondo residuo— 7— 
00 4 

ci darà— -— ^~— -= ' k ' > ^^ quale ultimo residuo per la con- 

^•— I A 
dizione del problema è m . Sarà dunque — jj — zri , cioè 

re— 14=8, e quindi j:=:8-4-i4=aa. 

Risolviamo adesso il medesimo problema più generalmen* 
te,adoprandoIe lettere invece dei numeri. Le quantità cioè che 
in ciascuna sottrazione si aggiungono alia metà del residuo si 
chiamino respettivamente a , a\ a", a'", ec. e l'ultimo residuo 
dato si dica b. Posta la quantità cercata r=j?, sarà la di lei me- 

tà accresciuta di ars: — ■4-fl= «^«^ — , la quale sottratta da x ci 

da ar— * =■ 4 Se questo residuo è dato sarà r r^.ed 

a a ^ a * 

rr=ra&-4-2&a . 

Ma se r operazione si dovrà continuare, si prenda del resi- 

duo trovato la metà — - — , e questa, insieme con a! sot- 

a 4 

tratta da ci darà — — 7— —a = ^ ; il guai re- 

a a 4 4 ' ^ 

siduo posto ==(, avremo j^^i^a— 4À's:4^ , cioè xzz^Jb^za'^a^ . 
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Neir Ì8te«80 modo la metà dell' ultimo reBÌdao ^^^; '^ 

4 
insieme con a" sottratta dal medesimo residuo ci dà 

-^ *^ j-l-— a"= ^- , e posta questa 

quantità ^sb^ abbiamo a:=8i-«»aaH^4a'-4-Ba". Continuando le 
sottrazioni avremo altri valori di ^ , i quali saranno come segue. 

Numero delle Valori della 

sottrazioni quantità x 

I ir=2i-^2<s 

ec. ec. 

Onde se il numero delle sottrazioni sarà m, avremo 

jc=a'"A4-aa-Ha^a'H-a«a'Va*a''V2 *a'^ . . .-na'^a^^""^) . 
Si. debba per esempio trovare una quantità , dalla quale 
sottratta la metà e due di più, poi dal residuo la di lui metà di- 
minuita di tre, e finalmente da questo secondo residuo la di lui 
metà accresciuta di quattro, rimane io. Avremo m=r3, brzìo^ 
a=a , a"^i^y «'=—3 , ove questa quantità si prende negativa , per- 
chè nella seconda sottrazione la metà del residuo non è accie- 
«ciuto come nelle altre, ma diminuito di tre; e la cercata quan- 
tità sarà JC=:8oH-4^ia-f-3a=:io4'- 

Probi>£ma IV. 

„ Più generalmente se dà una quantità si sottrae U di lei 
„ parte ».«««* e di più la quantità a, dal residuo la parte 
„ n.«""* e di più a' , e cosi in seguito si prosegue Y opetazione 
„ nella medesima forma, e dopo varie sottrazioni è dato il resi- 
„ duo =&., trovare quella quantità. ,, 

Sia X la quantità cercata, e la di lei parte n.^*^*— insieme 

con la quantità data a sottratta da a; ci dà il reuduo 

jT— — a:s ' , il quale se si pone =i, si ottiene 

(/|f—j)x— nasini, cioè x^i " 
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La parte »:«"™* del residuo ^"""^ "" — sottratta insieme con 

W dal medesimo residuo ci dà il secondo residuo 
(n^i)x^na (w— i)3>-»fl ^ y_ (yi— pax— w(/;— i)fl-^aa^ ^ ^^^^ 

questo =>, abbiamo (n— i)aa;— »(/i— i)a— ^»a'=«»i, cioè 

Se continuiamo T operazione, troveremo i residui 
(n— t)»t— /i{/?— rj^a— /ia(/i— »)«' — n^a" 

tT» ! 
(«— t)^j:— y!(/i«— i)»d— wa(n— T)afl'-^/t8(ff— i)q"— n^g^^ 

ec. 
dai quali ricaviamo i valori di x cioè 

«♦^-f-nf/i— .i)»fl-t-ia(«— i)aa'-i-w»(n— i)a"-*-w*a"' 

-»- ■■ ■■'■■ ■ ■ ■ ■ ■ I li .1 ■ I.. 

ec. 

Acciò meglio si comprenda la legge che osservano questi valori , 
si dispongano per ordine come segue : 

Numero delle xr i • j- 

^.. . . Valori di x 

sottrazioni 

nh'+'na 

I s 



21 



ZI— I 



(/2-l)a 

^ n«J-4-«(«— i)aaH-/?a(f7— i)a'-+-l2«a" 

5 ap^ ' ■ . ■ " ■ 

7i^^-4-/i(/z— i)»a"H/ia(/y— i)^<a^-4-/t»(f?— ilfl^Vn^g^*^ 

ec« • ec. 

Di qui apparisce che , se il numero delle sottrazioni è =:/iiy sari 

n b-^n(n^ i) a^n^{n^i) fl'-wt»(yi^ i) g'^n-ec. 

(«-ir 
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Se nriir^ y avremo il caso contemplato nel problema prece- 
dente, e sarà /n, ^ ^m t ^A n 

come sopra. 

Se ncniy cioè se dovranno sempre sottrarsi le terze parti, avremo 

^3 .A OH-3*.a a -4-3 '.2 a -4-ec. 



a™ 



e cosi in seguito. 

Nei problemi, che abbiamo risolati , da una sola equazio- 
ne determinar si doleva il valor della incognita. Ma alcune 
volte conviene ammettere più incognite, ed il loro valore ri- 
cercar si deve per mezzo di altrettante equazioni . Un esempio 
ce ne somministrerà il seguente 

Problema V. 

„ Trovar due numeri x ed j tali , che il primo accresciuto 
^, della quantità a stia al secondo diminuito di b nel rapporto di 
9, e ad/, ed il secondo accresciuto. della quantità e stia al pri«< 
yy mo diminuito di d come ^ ad A. „ 

Per le condizioni del problema abbiamo x-^^iiy-'^f^^if^ 
ed j I ( I ir jN fi Da queste proporzioni ricaviamo le due 
equazioni ey'^fx:=:af-^e y g^a>-Ay=:cA4-rfg, dalle qiudi dobbia- 
mo dedurre i valori di J7 ed y . Si prendano dall'una e dall'altra 

ì valori di x ed j, e saranno questi , y=^ —yyzS^ r ^ . 

£ siccome i due valori trovati della quantità y devono essere 

eguali , avremo -^ ^— =^ , » ^ cioè 

€ n 

afh^eh^eh^eg=Bgx--fhx, e quindi ^2^*±*2^^±*£ . 

Sostituendo adesso questo valore di x nella equazione • 

af^&^fx 

y^: -^ =^, avremo 

# 

J J^^^J^ ^^_^^ - ^^^^ ,eper 

fom. L 8 
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L*Ì9te880 metodo io generale ai può adoprare, qualunque 
siano le due equazioni, poiché asse si ridurranno sempre alla 
forma Ax^By:=iCy A'x-i-ffyzizC , ove A, B, C, A\ B', C espri- 
mono qualunque quantità cognita . Da esse si ricava 

y=^~, y-£!=^, e perciò B'C-^AB'xzzBC^ABx, ed 

xzz jàff^^Ato ' Invece di prendere i due valori di y basta molti'^ 

plìcare la prima equazione per J3% e sottrarre la seconda molti^ 
plicata per J3, e si otterrà subito l'equazione senza y, 
ABx—ABxzzSC-^BC. Allorché si giunge ad una equazione 
ove più non ò la y, si dice che la j è stata eliminata, oe adesso 
eliminiamola x moltiplicando la prima dell'equazioni propo- 
ste per A , e sottraendone la seconda moltiplicata per A avremo 
l'equazione A^By-^AB'yzzA'C'^AC' , dalla quale si ricava 

Nella medesima guisa si deve operare, quando son date più 

equazioni e più incognite . Date le tre equazioni Ax'^By^^^zzz.Dy 

A'x^By^Cz=D' , A''x^B'y^^'z=zD\ sarà 

D^Ax^By D'^A'x^By D''^A'x^WW , , ,. 
«= g ^, z=z ^7 i , «= ^^ i; de quali 

valori di z se due qualunque si paragoneranno tra loro, ne na* 
sceranno due equazioni tra due incognite, che si tratteranno 
come sopra, {^'istesso deve intendersi di qualunque numero di 
equazioni, le quali si ridurranno continuamente ad un nume- 
ro inferiore di una unità, mediante relìminazlone di una delle 
incognite. 

Questo metodo generale può alcune volte ricevere qualche 
semplicizzazione , ma questa dipende sempre dalla forma dell'e- 
quazioni medesime . Per darne un esempio in un caso assai ge- 
nerale siano proposte tra n incognite x^y^z^ u, ec. n equazio- 
ni della forma 

A x-^B (y-4n»-wi-4- ec.)=::C 

A JH-B' (jT-f-gH^H- èc.)=C 

A' 'a-HjB" (^-f^-wM- ec.)=C" 

-4'''iM-^'*(ar-i-yH-«-*. ec )=C"' 
ec. 
Dalla forma di quest'equazioni apparisce, che, posta la 
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smnina di tutte le incògnite xH-y-HKH-u-Hec. =7, ciascuna di et* 
se non conterrà che due sole incognite; poiché diyenteranno 
A x-^B {r^x)=C 

ec. 
Da queste si può ottenere il valore di ciascuna delle inco- 

gnite a?, y , «, ec. espresso per r, e sarà j?=:— _., yzz-^rzj^ > 

e^^'-^jTf — cTT 9 ^c* ^^ modo che sarà noto il valore di tutte le in- 

cognite, subito che si conoscerà ({uello di r. Ad ottenere il va- 
lore -di r si sostituiscano i valori trovati di a?, y , «', ec. in una 
dell'equazioni proposte , per esenapio nella prima , e si otterrà 
l'equazione 

la quale ci darà il valore di r; e trovato questo se ne deditrran- 
no i valori di tutte le incognite ^, y, 4;, ec. 

CAPITOLO Vili. 

DeW equazioni del secondo grado, e delle altre 
che ammettono ima simile risoluzione. 

33. 

Jlisposto tutto ciò che appartiene all'equazioni del primo gra- 
do, passiamo a considerar quelle del secondo. Il grado di una 
equazione è eguale al massimo esponente della incognita ; e per- 
ciò r equazioni del secondo grado contengono T incognita inal- 
zata al quadrato. Tre diverse specie di termini si trovano dun- 
que nell'equazioni del secondo grado; primieramente vi sono 1 
termini affatto cogniti, poi i termini affetti dalla sola incogni- 
ta, e finalmente quei che involvono il quadrato dell'incognita. 
Onde se ^ , J3, C esprimono quantità cognite o positive, o ne- 
gative , qualunque equazione del secondo grado sarà cosi espres- 
sa, •^op»— J5^— Gzso , ove tutti i termini si pongono nel primo 
membro, perchè questa forma è più comoda. Se manca il se* 
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condo termine, cioè se Bzzo, l'equazione prende la forma 
Ax^'^^zizo, e si chiama equazione /lura. 

Per incominciar da questa, poiché ^j?«— Cno, dividendo 

C 
per A e trasponendo avremo x^'Z^r^y ed estraendo la radice 

xzz\/ -j . Ora siccome la radice quadrata di qualunque quan- 
tità può esser tanto positiva che negativa, la radice della quan- 
tità -j Mrà tanto -*"l/^"7 quanto — 1/ ^jr» onde adoprando 

il doppio segno ^ sarà srzii^X/ -^ , cioè due saranno i valori di 

Xf uno positivo e l'altro negativo, i quali valori egualmente 
soddisfanno all'equazione proposta, e si chiamano le di lei ra^ 
dici . Si osservi che posta A sempre positiva ( perchè se fosse 
negativa mutando i segni dell'equazione diventerebbe positiva), 

se anche C sarà positiva, la quantità \/-t sarà reale , e reali 

saranno i due valori di x . Ma se C sarà negativa, allora \/ -j 9 

sarà imagi naria, e come in tal caso l'incognita non ha alcun 
valore reale , il problema , che ci ha condotti ad una tal* equa- 
zione, sarà impossibile a risolversi . Sia proposto per esempio di 
trovare un numero, la di cui metà moltiplicata nella terza par- 
te sia eguale a ^4* Sia x il numero cercato, e la di lui metà 

— moltiplicata nella terza parte -^ essendo ^-?- , avremo -7-:r:24, 

ed x^zziJ^y e quindi x — 14 /1 /j /j — t- ia . I due valori -«-la, e 

—12 soddisfanno egualmente; perchè se jrrria, è— =6, -ó'=:4> 

e 6x4=a4: «« «=— la, è 4=-6, -^=-4. « — ^X— 4=a4- 

Dall'equazioni pure passiamo alla risoluzione dell' equazio» 
ni di secondo grado complete, cioè di quelle che son comprese 
nella forma più generale Ax^ — Bx — Czzo» Per ridurle all'altra 
forma più semplice ponghiamo xzzy-^^:, ove y è una nuova in- 
cognita, e e una quantità da determinarsi a piacere, e sarà 
a7*=:j"-*-^cy-HC" . Sostituiti nella proposta questi valori di or ed 
x^ essa diventerà Ay^'^{2Ac-^B)y'^Ac^'^Bc^-~Czzo , e se ne 
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manderà via il secondo termine , se si prenderà la quantità arbi- 
traria e in modo^ che sia a^c— -JB^zo, o sia ^^rj* Posto qae* 
sto valore di e l'equazione precedente diventerà 
^ji^_ «.(^o^ ed y«:= — J^ , ed estraendo la radice, 



y=^=i^^^ — '^ '^ ^y-^-iA^^Hi ' ^ ^"^- 

espressione presenta ambedue le radici della propojsta . 

Se nell'equazione Ax^^-Bx^^Czzo il coefficiente A rimane 
sempre positivo , ma si cangiano in qualunque modo i segni de- 
gli altri coefficienti y ne nasceranno queste quattro forme: 
I. ^x»— 5j:— C=o, II. Ax^-^Bx-^C^o, 

III. ^^»H-fiarH-C=o, IV. ^a?»— 5a:-HCb:o, 

alle quali corrispondono le seguenti radici; 

*• "^ ~~n ' "•*= Zi ' 

III. ar=:=EB^2^;=±^,iY. ^B^/jB^-AAC) 
zA %A 

E facile il vedere, che la prima e la seconda di queste formule 
sono sempre reali, perchè [/{B^-^-^ÀC) non diventa mai imagi- 
naria; ma la terza e la quarta possono essere e reali ed imagina- 
rie ; saranno cioè reali , se sarà B*>*4^C,imaginarìe 6eB^K4AC: 
onde dalla forma medesima dell'equazione si potrà subito giu- 
dicare, se le di lei radici sono reali o imaginarie. Venghiamo 
ad alcuni esempj . 

Problema I. 

„ Un giuocatore, di i6o zecchini , che aveva prima di giuo- 
„ care» ne ha perduti alcuni, poi avendone guadagnati 6298 
„ non solo si è rifatto di quei che aveva perduto, ma di più gli 
,, ha tante volte moltiplicati , quanti erano gli zecchini rimasti- 
„ gli dopo la prima perdita: si cerca il numero degli zecchini 
,, da principio perduti „. 

Sia X questo numero , e per le condizioni del problema do- 
vrà essere il guadagno 6298 eguale ad :r, più ad x moltiplicato 
in 160— a:; onde nasce l'equazione 6298=3^-1-1 6ox—«p* , o sia 
or*— 16107-4-6298=10. Se paragoniamo questa equazione con la 
quarta delle formule precedenti , troveremo 
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x^::. — ^ ^ -^ss *-. Quindi due sono i valori di ^, cioè 

a:z= ^=94 > ®^ ^"^^^ -*c=67 , i quali soddisfanno egual- 
mente al problema proposto. . 

Problema IL 

,, Trovare un numero , il di cui quadrato sia eguale al me* 
,9 desimo numero prima diminuito di tre unità , poi preso tre 
„ volte „ . 

Sia il numero cercato rrx, ed il di lui quadrato x^ doven- 
do eguagliare il triplo di a>— 3,8arà5:^=r3ar— 9,cioè a:*— Sjr-i-gzjo. 
Paragonando questa equazione con la formula quarta troveremo 

a^'^Ì9-^K^'"^ Essendo i valori di , imaginaxj. 

questo problema noti può risolversi» e ne nasce il teorema^ 
che non esiste alcun numero^ il di cui quadrato eguagli il triplo 
della differenza tra questo numero ed il numero 3 . 

34. 

Il metodo, di cui ci siamo serviti per risolvere T equazioni 
del secondo grado, si estende ad altre de'gradi superiori, le 
quali perciò si chiamano derivatwe del secondo grado . Sia data 
in primo luogo l'equazione ^x*-i-S5:*-i-G=:o,eposto ar»=:y, es- 
sa diventerà Ay^-^Sy^^jCznù , onde si ricava 

yin — Ma siccome abbiamo supposto yzzx^ , 

sarà ar=:±|/jr , cioè jg s^"^*^^ y^ \i ^* ^^*^ forma 

presi in tutti i diversi modi possibili i segni -1- e — ci dà quat- 
tro radici, cioè x:z:i/^ ^ '^ j ' > 

/^B^^(B^^AAC) -, ,. . ,, 

ac=— 1/ ■ ' ' \j — ■■ ■ Prendiamo per esempio 1 equa- 
zione rr^— 5^^-«-4=:o 9 alla quale si giunge, allorché si cercano 
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due quadrati, de' quali è datala aomma r=5, ed il prodotto =4. 
Sarà^±|/^::3^=:^^^:^Ì|5, cioè 

5P=r=fcj/^4==*=3fc, ed ac=d:^/i=rdt II. Le quattro radici della pro- 
posta sono adunque ir=a, x=— a, anzi , a;t=:— i , le quali tutte 
soddisfanno al problema , e ci fanno conoscere essere i quadrati 
richiesti i , e 4* 

Nella precedente soluzione siamo giunti ad espressioni in* 
volte in doppio segno radicale della forma \/(^'^i/b) • Alcune 
volte succede che dal radicale a-^/b si possa di fatto estrarre 
la radice quadrata , lo che, siccome rende F espressioni più. sem- 
plici y vediamo come si possa eseguire . E primieramente si os- 
servi che il quadrato del binomio j/j-^-^/jr è una quantità , di 
cui un termine è razionale » e l'altro irrazionale del medesimo 
nome; infatti (p/j-i-i/'a:)*=iy-Har-4-2l/ja7: onde reciprocamente 
l/j-Hj/a? sarà la radice quadrata della quantità j-Kr-i-aj/ya;. 
Ora proposta qualunque quantità a^^^b, dalla quale si debba 
estrarre la radice quadrata facciamo questa quantità 
z:zy-¥-X'^2i^yx y o sia paragonando tra loro separatamente i termi- 
ni razionali ed i radicali y^^^ìpzzay e ^/ya;:=^/by cioè ^yxs:h. 
La prima equazione ci dà y'^-t-ayor-Kr^sia» , e da questa sot- 
traendo la seconda abbiamo y»— a3ra>-H*"=o*— A , ed estraendo 
la radice quadrata y— :r=3l/(a»-^). Da questa, equazione e dal- 

la precedente y-^-xzia si ricava y=- > 

a.ir:^'"^ ■ ; onde la radica quadrata della quantità a-^\/b 

cioè ^/ylv- «.ràj /^-"-^) ^^ /a^^a^^) ^^^^ 

espressione in generale più complicata della formula |/^(tf-H^^) 
ne diviene pia semplice, quando a>---i è un quadrato . Poiché 

posto a^'-'hz^c^ , sarà |/(a-»-|/i)= 1/^ — i-l/ — — : negli al- 
tri casi torna più conto di porre la quantità cM^b sotto il segno 
radicale . 

Si debba per esempio estrarre la radice quadrata dal bino- 
mio a-i-j/S. Sarà a=r2, fc=:3, a"— ifc=c*=i , ec:;si, e perciò 
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Si abbia il binomio S-^-aj/ó, sarà ^l=:5, (/fcrai/ó , cioè 
4=24, e c=q/(a»-*)=j/(a5— a4)=:i ; onde |/'{5-+-ap/6) 

Sia proposto il binomio imagi natio i-4-4{/'— 3, dal quale 
estrar si voglia la radice quadrata. Sarà a=ii , |/'èzz4l/— 3, cioè 
fc=— 48, ciq/(i-+-48)=Z7, e perciò p/(i-H4|/— 3)=:a-i^/— 3. 

Finalmente si estraggala radice quadrata dal monomio qua- 
lunque imaginario m|/'— 1 . Sarà az=o, 4z=— ;w" , czzaiy e la ra- 

dice cercata =:|/"5^|/1.S=^^x(ì-H/-i) . 

L'istesso metodo, col quale abbiamo ridotta al secondo 
grado la precedente equazione del quarto, ci servirà per tratta- 
re molte altre equazioni dèi gradi superiori. Sia data infatti 

equazione Ax — JBjc — Gzio, e posto x ^y, o sia x'^=\/ y 

sarà -/4j*— jBy-— C=:o ; onde si deduce y=r— ^3l-Ì — ■ ■■ . ■ , e 

perciò xrdT/ ^H/^v J^ Questa formula, a motivo del- 

la ambiguità de'segni, ci dà quattro radici nel caso di n pari , e 
due in quello di n dispari: vedremo quali siano le altre radici 
in seguito , quando dimostreremo che una equazione ha tante 
radici , quante unità contiene il di lei grado . f 

CAPITOLO IX. 

Della natura e deUe proprietà dell'equazioni . 

35. 

Jiéquazìone si dice qualunque eguaglianza tra le quantità co- 
gnite c^ incognite in qualsivoglia modo mescolate tra loro, e si 
divide in due membri per mezzo del segno di eguaglianza =. Si 
dice radice di una equazione quella quantità , che sostituita in 
luogo dell'incognita soddisfa alla medesima equazione, cioè 
rende un membro eguale all'altro : così i è una radice dell'equa- 
zione ar*-*-aj7*:noj>-7, perchè sostituita V unità invece di x 
questa equazione diventa i-i-amo— 7, cioè 3=3, e quindi il 
primo membro si eguaglia al secondo . La radice di una equa- 
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KÌone sì àìce pòsitwa o negativa , secondo che il di lei valore ò 
positivo o negativo, irrazionale o razionale se il di lei valore ò 
involto o nò tra' radicali > reale o imaginaria, se il di lei valore 
è reale o imaginario. 

Un'equazione sì dice ordinata^ quando posti tutti i termi- 
ni nel primo membro, nell'altro sì scrive il zero. In seguito 
supporremo sempre l'equazioni ordinate; cioè se m rappresenta 
il grado di una equazione, la porremo sempre sotto la torma {E) 

(E) x'^^Jx'^^'^Bx'^^'^x'^^:....±N=o 

ove Aj B^Cy .... N rappresentano qualunque quantità cogni- 
ta reale o positiva o negativa . 

Quella equazione dicesi completa, nella quale si trovano 
tutte le potenze dell' incognita dalla massima fino alla minima, 
cioè fino al termine cognito . Se l'equazione è incompleta ^ inve- 
ce de' termini che mancano si scrìve alcune volte il segno ^ , 
Cosi nell'equazione ar^-i-&^*-«-cx-f-ar:o mancando il secondo • 
il quarto termine , questa mancanza si accenna così ; 

X^^-tJfX^ ^CX-hOZZO. 

Siccome le radici di una equazione sostituite in luogo 
deir incognita x rendono l'equazione =o; viceversa se una 
quantità a sostituita in luogo dell'incognita in una data equa- 
zione (jB) la rende zzo , questa quajpitità a sarà una delle radici 
dell'equazione (E): inoltre il primo membro della medesima' 
equazione si potrà dividere per rt— a . Per dimostrar ciò faccia- 
mo la divisione dell' equazione (^ per x— a, e supponghìamo 
t;he il quoziente sia 

ed il residuo R. Avremo facendo la moltiplicazione per x^^a, 
la quantità 

x'^^A'x'^'^B'x'^'^^^'x'^'^^. . . . ^Vx^^MTx^R 

-ax'^'-.^W'"""^-5'ax'"-"' ^L'ax^M^a 

che dovrà essere identica col primo membro, cioè l'ìstesso pri- 
mo membro della proposta (É^: Onde dal paragone dei termini 
avremo 

Tom. I. 9 
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B=iA'a-*-B 



B=zM'a±:N 

fioè • 

A'=a-A 
B'=a<'—Ja -t-B 
C=aJ—Ja'-t-Ba—C 



Ora siccome a è una radice dell'equazione (£), sarà /Zi=o » cioè 
il residuo nullo , e quindi la divisione per a;— a si fa esattamen- 
te . In due maniere adunque si potrà vedere se una quantità a 
è radice di una data equazione, o sostituendola in luogo di x y 
o dividendo l'equazione per J7-— a; poiché se la divisione succe- 
derà esattamente ^ potremo esser certi che a è una radice della 
Sroposta . Tante radici ha perciò un* equazione , quanti fattori 
i primo grado; e siccome il numero di questi fattori è eguale 
al grado dell'equazione, ne segue che tante sono le radici di una 
equazione , quante unità contiene il di lei grado . Quindi anco- 
ra una equazione si può rappresentare per mezzo del prodotto 
de' suoi fattori, cioè se le radici saranno a, &, e, J, ec; l'equa- 
zione potrà mettersi sottolaforma(x'— aX^'^)(^'**^)(^'^^~^^^*^^^- 
Di qui apparisce che, se le radici sono tutte reali e negative, 
cioè —a, --J , —e, — rf, ec. ; i termini dell'equazione (a;-4-a)(j:-*-i) 
(x-f-c) ec. :tro sono tutti positivi ; se poi tutte le radici sono rea- 
li e positive, ì termini dell'equazione (jr— a)(r— <i)(:r — c)ec. sono 
alternativamente positivi e negativi. E se una equazione ha tut- 
ti i suoi termini positivi, non potrà avere alcuna radice reale 
positiva, perchè sostituita questa in luogo dell'incognita , il pri- 
mo memhro dell' equazione sarà composto di termini tutti posi- 
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tiri 9 e perciò non potrà annichilarsi . Se poi ì termini di una. 
equazione sono alternativamente positivi e negativi, non potrà 
essa avere alcuna radice reale negativa; perchè sostituita questa 
in luogo dell'incognita i termini del primo membro saranno o 
tutti positivi, o tutti negativi, né perciò il primo membro potrà 
andare a ssero. 

36- 

Sìa data una una equazione qualunque 

X — ^j? -4-jBx ^^ ''•^x ....dcRx .•..zfcTbro, 
in cui il coefficiente del primo termine sìa l'unità, ed i segni 
dei termini siano alternativamente positivi e negativi, in modo 

che nel termine itiLc abbia luogo il segno superiore se r 

è pari, e l'inferiore se r è dispari, e così pure nel terrain.e dzT 
valga il segno -h se il grado m è pari, e il segno — se /tz è dìspa- 
ri. Sarà sempre A eguale alla somma di tutte le radici, jSrr al- 
la somma dei prodotti delle radici prese a due a due, C=: alla 
somma dei prodotti delle radici prese a tre a tre , e cosi in segui- 
to fino all'ultimo termine T, che sarà eguale al prodotto di tut- 
te le radici . 

Per dimostrar questo teorema , siano a,i,c,€/,^....^le 
m radici della equazione data, ed essa equivarrà alla seguente 

(a7-^a)(a:— *)(a7— c)(iP--rf)(j7— e) . • . • (a?— f)=ro , 
e fatta perciò la moltiplicazione di tutti questi fattori ne dovirà 
risultare il primo membro della proposta. Ora se sì concepisce 
«seguita una tal moltiplicazione, è facile il vedere che ciascun 
termine del prodotto conterrà come moltiplicatore o il primo o 
il secondo termine di ogni fattore , e quindi tutti i teNì\ini del 
prodotto si otterranno, se moltiplicheremo in tutti i modi pos- 
sibili i primi termini in alcuni fattori , ed i secondi in tutti gli 

altri . In particolare il termine x nascerà , quando nella molti- 
plicazione si prenderà in ciascun fattóre il primo termine. L'ul- 
timo termine dbT si otterrà, quando in tutti ì fattori si prende 
il secondo termine; ónde sarà T eguale al prodotto di tutte le 

radici . Il termine ^^Ax nascerà dalla somma di tutti quei 

che si formano, se in m— i fattori si prende per moltiplicatore 
il primo termine, e nel fattore che rimane il secondo; ma que- 
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sto fattore che rimane o sarà il primo , o il secondo ^ o ìl terzo, 
ec, o r ultimo, ed avremo perciò o — aa? *" , o — ix''*""' , o 
— cx"**"^ , ec. o finalmente — ^o; ; dunque •^-^jt"*""' sarà 

:^^a^H-c • . . '•^t)x , cioè A eguale alla somma di tutte 

le radici . Il termine Bx sarà eguale alla somma di tutti 

quei , che nascono dal moltiplicarsi in tip^h fattori i primi termi- 
ni 9 e negli altri due 1 secondi , i quali due si dovranno variare 
in tutti i modi possibili > e ci daranno il prodotto di due qualun- 
que delle radici ; dunque B sarà eguale alla somma dei prodotti 
a due a due di tutte le radici . Generalmente il termine 

^Rx^'^^ sarà eguale alla somma di tutti quei , che si formano, 
allorché nella moltiplicazione si prende in m— r fattori il primo 
termine, e negli r rimanenti il secondo. Questi r fattori variati 
in tutti i modi possibili ci daranno i prodotti formati da r qua- 
lunque delle radici , e questi prodotti avranno il segno -»- o — 
secondo che r sarà pari o dispari , quale appunto è il significato 
del doppio segno di R\ onde sarà R eguale alla somma di tutti 
questi prodotti di r radiei . 

Si osservi però, che noi abbiamo supposti ^, e C, e gli 
altri coefficienti in posto pari negativi : onde in una equazione 
qualunque, che abbia per coefficiente del primo termine l'uni- 
tà, sarà il coefficiente del secondo termine col segno mutato 
eguale alla somma delle radici, il coefficiente del terzo termine 
col suo segno eguale alla somma dei prodotti delle radici prese 
due a due, e così degli altri. 

87. 

Passiamo a dimostrare un altro utilissimo teorema , il qua- 
le c'insegna a trovar la somma delle potenze di tutte le radici. 
Sia proposta adunque l'equazione (E) 

(E) x'^^Ax'^'^'^Bx'^'^''^x'^\...zì:Tb:o 
di cui le radici si!ino a, ^, e, .... f, e si ponga 

P^za-^-lh^ , . . , ^t 

P^f^)=a^^^'^» .... -^^ 
ed in generale 
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Sostituiamo nella proposta in luogo di x tutte le sue radici, ed 



•ayremo 
a 



e 



"^Ac'^^ ^Bc'^^-Cc"^^ :±T=o 



jn ^^w— I . o^w— a •^^w— 5 



e sommando quest' equazioni ayremo 

o sia sostituendo le lettere P , P^*>, ec. in luogo de' loro valori 

Moltiplicando adesso la proposta' per x otterremo 

x'^^^^Ax'^^Bx'^^^Cx'^^ .... r^Tx 
e sostituendovi le radici a, ^, e, ec. 

ee. 

e sommando avremo 

p(»w-i)_^p('nLflp(«-i).^p(«-a) ^yp 

Similmente se moltiplichiamo la proposta per «* , troveremo 
p('n+a)_^p(m-..i)_^p(«)_^p(«-i) =p7y{a). 

Onde in generale, se r è >m, sarà sempre 

p('-)=^p(^-')-5p(^-*)H^p('-3)- eo. 
Un simile teorema ha luogo nel caso di r<m : per dimo» 
strarlo suppongfaiamo che V equazione (E) si divida pel fattore 
37— a , poi la medesima equazione (E) pel fattore x^ , e così in 
seguito fino all'ultimo fattore or— ^; ne nasceranno le seguenti 
equazioni (G) 
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Io dico che sarà 






Poiché le radici dell' equazioni (G) sono le radici medesime del- 
la proposta eccettuatane una, la quale si muta in ciascuna di 
quell'equazioni. Onde essendo A\ A\ ec. le somme delle ra- 
dici delle respettive equazioni ^ nella unione delle quantità A , 
A\ ec. ciascuna radice sarà contenuta /ti— i volte, e perciò sarà 

AWA'-^A'' . . . .V^^'^'rralla somma di tutte le radici molti- 
plicata per i«— I., cioè =:(;ii— i)yf . Cosi essendo B\ B", ec. i 
prodotti di due radici delle respettive equazioni , qualunque 
prodotto per esempio ab mancando in due di queste quantità 
B\ jB", ec. si troverà in tutte le altre, onde sarà 

^^5"-4-5'" .... -^B^"^' eguale ai prodotti di due radici presi 
m*-2i volte, cioè sarà =(/7s— -2)^ . Nella medesima guisa si di- 
mostrerà il resto. 

Ora essendo per le cose precedenti (35) 

A-/ 

A'i 



À'nU 



A^"'^=zA^ 
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^arà A'^A" . . . ^A^'^^-={m—ì)A=mA-P, cioè 
P:s:mA—{n^—i)A;^A. 
Inoltre tara (35) 

B'=B—aA'=zB—aA-*-a » 

B"=B'-bA-t^o 



B^'"^=B~tA^t» 

e quindi ff-t-B" . . .^.B^™^=(/w-a);ER=i«JJ-^P*p(«), 
cioè P^»ì=zAP—!iBr 
Similmente (35) 
U..." C=C—aB=C—aBt^*A—a' 

CzzC-be-t-h'A-b* 



(^'"^=C—tB4^'A-4* 

e perciò C'-i-C" . . . -t-Ó'^^={m-Ì)C=mC-BP^AP^'i~'P(0^ 
cioè jPt>>=^P<»)-5P-K3C. 

Continuando col medesimo metodo Tedremo in generale, 
qualunque sia r o maggiore o minore di m, esser sempre 

ove /? è nell'equasione (E) il coefficiente della potestà ap^'^^ ^ 
• per rìgnardo al segno ambiguo ^, il segnar*- si 'deve '^tende- 
re nel caso di r dispari^ ed il segno — , quaiRo r è paifi . ' ^ 

38. ^ , ^ 'a-*^.^. 

Trovate le somme dell€ potenze delle raj^ici di una data 
equazione , si potranno anche ottenere le somme 4i tutti i pro- 
dotti , che si possono formare delle radici della'medeàima . Sia- 
no a, ft, e 9 d^ ec. queste radici, e rappresentiamo col segno 

pk^y ") la somma di tutti i prodotti della forma a'"*'*, che si 
possono fare con le radici , ponendone ciascuna in luogo dell'al- 
tra : in modo che se le radici sono due sole a» fr, sia 



Digitized by 



Google 



7* ELEMENTI- 

P^ ' ^=et ò -h-o a , se sono tre a , 6 , e, sia 

P^ ' ^na b -4-* a -w» e -m: a -*-* e -i-c h , e cosi m 
seguito se le radici fossero in maggior numero, si aggiungano 
ai precedenti termini quei che nascono dalle nuove radici. Si- 
milmente sia P^ * ^^' la somma di tutti i prodotti della for- 
ma a'^i'*c^;.p('"» '*'/''?) la somma di tutti i prodotti della for- 
ma a b c'^cfl y ec. e sia proposto di trovare il valore di questo 
quantità, quantunque non si conoscano le radici a, i, e, ec. 

A questo effetto si osservi, che moltiplicata P^ ' cioè 

jn ,wj m nM . n i/i n 

a -f-o -HC -t- ec. per P^ ^ o sia a -w h-c -4- ec. ne nasceranno 

tutti i termini della forma a'""^'*, e tutti quelli della forina 

a'"*'', onde sarà p('^).p(«)=p('«-^«)^p('^^ ''), e quindi 

p{m. n)_p{m)p{n)_p{m^n)^ ^.^^ ^. ^^^^^^^,^ ^ ^^j^^e di 

P^ * , perchè dalle formule precedenti abbiamo quelli di 
p{m) p{n)^p{m^ ^ 

Cosi pure se moltiplichiamo P'"*' ^' per P^', questo pro- 
dotto conterrà prima tutti i termini della forma a ^b , poi 
quelli della forma a'*'*^é''*, e finalmente quei della forma 

aTb'^cP.qmnAì avremo P^"^^ ''\p^P'^= 
p{m'hp,n)^p{n^p,m)^p{m,n,p) ^ ^ ^^^^^^ p{ni,n,p)_ 

p{rn,n)p{p)_p{^^p^n)_p{n^.m)^^ ^.^^ ^^^^^^ jl ^^^^^^ 

di p('«''^P), perchè già conosciamo quelli di P^ e di P^^'^\ 

Col medesimo discorso troveremo P^ * ^Py^)-^ 
p{m,n,p) p{q)2j^ni^^ynyp)^p{ni,n'^,p)^p{m,n,p^^^ ^ .^ 

«imil guisa le somme dei prodotti di un maggior numero di fat- 
tori. 

Per dare un esempio sia proposta l'equazione 
0?*— aj7»— jT-^^no, la quale paragonata coli' equazione generale 
{E) ci dà ^=S2, jB=— I, C=5— a, e si voglia il valore di 
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p''*** \ cioè la somma di tutti i prodotti ab^c^ ^ che si posso- 
no formare colle radici della equazione data* Nel valore di 

pV^y^tPÌ ponendo mi=i , nsra , /a:3 avremo 
p(i,^,3)_^(i,2)^(3)_p(4,2)_^(5,i)^ ^^j^ bisognerà cercoj 
prima i valori di P, P^^^ . . . P^^^ poi quelli di p<''^),p(4.af) ^ 
p(^''). Ora abbiamo i^a, p(*W,p(^W, P^'^^rriS, 
p(^)=32 p(^)=66 p(''^)=P p(^Up(^)=4 

dunque P^_''***)=3a— 45M.a=— 8. 

Convien riflettere, che nel caso di mzzn ì termini a b c^ec, 

a b c^ ec. sono eguali, e cos) pure sono eguali a due a due 

quelli, che compongono il valore di P^ ' *P* ^''; onde se vo- 
lessimo la somma de' soli termini dissimili, dovremmo dividere 

il valore dì py^*^>Py^^') per 2 . Similmente se mr^nr^p , i termi- 

ni a ^ c'^ec, ^ e b'^tc.^b a {rec.yb e a^ec, e a o^ ec, 

€ b a^ ec. sono eguali , e così pure tutti gli altri termini del 

valore di py^'^^^P^^ ') sono eguali a sei a sei; e perciò allor- 
ché si vogliono ì soli termini disuguali , convien dividere il va- 
lore di P^ ' *Pi^ '} pgj 6=2.3. Nell'istessa guisa se si voglio- 
no i soli termini disuguali , allorché m77nr:rp:rzq , o quando mzzn 

^ p=yjyì\ valore di P^ ' *"' *' si deve dividere nel primo ca- 
«o per 2 . 3 . 4» nel secondo per 2 . 2 , e così in seguito « 

39. 

Venghiamo alle trasformazioni dell'equazioni, e in primo 
luogo una data equazione {E) 

{E) x"'-Ax'"-'^bJ^-^-jCx""'^....±T=o 
si debba trasformare in un'altra, le radici della quale siano 
eguali alle radici della proposta moltiplicate per h. Si faccia 

Tom* /. jo 
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JP=r~, e sostituendosi questo valore di x nella equazione (E) si 

avrà 

m-' m^^i m-^^ m^ì 

^-'^l^r^.^^hz:^'^^-^ . . . • :±: 7b=o . 

o sia moltiplicando per ìi^ 

Ora essendo ^!^=t*> sarà yiidix ^ cioè le radici della trasformata 

saranno eguali a quelle della proposta moltiplicate per A. Si 
osservi che la trasformata non differisce dalla proposta, se non 
che i termini di questa sono respettivamente moltiplicati per i 
termini della progressione geometrica i , A, A=*, A», ec: onde se 
i termini di una data equazione [E) si moltiplicheranno per i 

termini della progressione ^ , x , r^ , ec. , l'equazione 

che ne risulta, avrà le sue radici eguali alle radici della propo^ 
sta moltiplicate per -r-, o sia staranno queste a quelle come k 

ad A. :-; 

Si debba adesso trasformare ^yì^'equazione qualunque in 
un'altra in modo^ che le radici positive i^on servando il loro va- 
lore divengano negative, e le negative sì éc^glno in positive. Si 
faccia xzz — y, e sarà anche y^— a:; ondeVli^po-iqùesta sostitu- 
zione le radici acquisteranno segni diversi 4 :9e.lV9^^io'^® * ^i 
grado pari , siccome le potestà pari di x non sofSrono alcuna mu- 
tazione, si dovranno semplicemente mutare i segni de* termini 
che sono in posto pari . Al contrario se l'equazione è di grado 
dispari , si dovranno mutare i segni dei termini che sono in po- 
sty dispari . Ma poiché salva l'equazione si possono mutare i se* 
gni a tutti i termini, anche in questo caso la cosa ^i riduce a 
cangiare i segni de' termini situati in posto pari. 

Ora proposta qualunque equazione (£) 
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se ne debba trovare un'altra, che abbia per radici le radici del- 
la proposta accresciate o diminuite della quantità h . Facciamo 
scr^h-k^^ e sostituendo questo valore avremo la cercata equa- • 
zìone ^ 

h'^-Ah'^-^^Bh'^''^Ck'^^ ±T 

.*.(in&'"-'-(m-i)^ft'""^H^m-2)JBA'"-"^-K/w-3)CÀ"^^^c.)j 

V a.3 a.d / 

-4- ec.=:o. 

Questa equazione è scritta in ordine invèrso, e cominciando 
dair ultimo termine passa al penultimo, ed agli altri gradata- 
mente, e le di lei radici sono eguali a quelle della proposta di- • 
minuite di A, perchè yzzx^^h. Che se le radici della proposta si 
dovranno accrescere, in questo caso in luogo di h si dovrà scri- 
vere -^-A . 

E chiaro , che l'ultimo termine della trasformata sì ottiene 
scrivendo nel primo membro della proposta h in luogo di ^, il 
coefficiente d^l penultimo, se ciascun termine delPultimo si 
moltiplica per gli esponenti respettivi di A, poi si divide per A, 
e in questo mancherà il termine T, perchè in esso V esponente 
. di A è :=o: dal penultimo si otterranno gradatamente ì termini 
seguenti nella medesima maniera , ma converrà inoltre divider^ 
li respettivamente per 2, 3, 4> ec. Per maggiore schiarimento, 
ae chiamiamo A\ B'y, Cj^ y B^J^ > ce. i termini deir equazio- 
ne cercata, sarà 

^'=A'^-^A'*"^V5A'"~'* . .. . :^QA*±/ZA»:p5Ai:T 

ce. 
Per esempio Tequazione «♦— 2x«-f-3a?»— 4^-4-5=o si voglia tra- 
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sformare in un'altra» che abbia le medesime radici diminuite 
della quantità A. Sarà 

A'zz A*— aA»^3A«—4A-4-5 
^ jB'=4A»— 6A»-*.6A— 4 
C'=6Aa— 6A-*-3 
D'=4A— a 
£'=1 
e l'equazione cercata sarà 

y*H-(4A— a);y»-H(6A»— 6A-4-3)y^-».(4A»— 6Aa-4-6A— 4)j 
-i^*-.aA«^3Aa— 4A^S=o , 
la quale posta A=i— i diventa 

j4— 6y * -♦-1 5y •— aoj-4- 1 5=0 
e le radici di questa equazione superano di una unità le radici 
della proposta . 

Nel ricercare la precedente trasformata abbiamo incomin- 
'ciate le sostituzioni dal termine A: che sé le cominceremo dal 
termine j, avremo invero la medesima trasformata , ma con 
altr' ordine di termini. Ponendo infatti a:=:jH-A avremo quest'e- 
quazione sotto la forma 

Di qui apparisce , come da una data equazione si possa to- 
gliere il secondo termine. Nella trasformata, che abbiamo ades- 
so ottenuta svanirà il secondo termine » se sarà mh^^A^^o , o sia 

A A 

A=r— -; e perciò se ponghiamo a:=:j-»— -, nell'equazione risultan- 
te mancherà il secondo termine. Il terzo termine svanirà, se 
sarà 2!!fì=:L'A._(m_,)^AH-iÌ=o, cioè A=^=tl/(-4— ^V 

Nella stessa manierasi potrà togliere dall'equazione il quarto, 
il quinto termine, e gli altri. Ma ciò per lo più è inutile^ la 
mancanza del secondo termine è spesso utilissima. 

4o. 

Se nella trasformata precedente ponghiamo hzzM-^ri , ne 
nascerà 

^'=:(i^f•4-I^--^(M•-4-I)'"^'^JB(M•^I)'^"•^..• dtr. 
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Ora se -^Af è il massimo coefficiente negativo dell* equazione 
proposta, io dico che A sarà positiva . Per dimostrar ciò si os- 
servi, che (M-*-i)»=Af(M-*-i)-4.M-*-i^ {Af-*-i)» 

(MH-i)^=M(MH-i)»H-(MH-i)»=::i»f(MH.i)»H-ikf(AfH-j)» 
-*-iJ!f(Af-t-i)-*-M-i-i , e generalmente 

(ilfH.i)'^=3f(MH.i)'"^'H-M(MH-ir""*. .. .^Jlf-+-i . 
Siccome Afe il massimo coefficiente negativo dell'equazione, 
se neir espressione di A ponghiamo in luogo del primo termine 

{M'^i) il di lui valore adesso trovato, vedremo facilmente 
che questo primo termine è maggiore della somma di tutti i se- 
guenti; onde il valore di ^' è positivo, quando anche tutti i 

termini AiM^k-i) "" , ec. fossero negativi .. Nella medesima 
ipotesi di kz^M'^i , sarà 

B'=m(M^i)'^''^'{m- i)A{M^i)^' V(/w-.a)J5(iJf*i)'""^-*^c. 

ove «e nel primo termine in luogo di (Mh-i) "^ ponghiamo il 

suo valore Jlf (JJ/^i)'""VM(M^)'"'"^ .... h-M-*- i , vedremo 
che questo primo termine è maggiore di tutti gli altri presi in- 
sieme, e quindi la quantità B' è positiva. In simil guisa si di- 
mostrerà che tutti i coefficienti C, D\ ec. della trasformata 
aott positivi ; onde le radici reali della trasformata sono in que- 
sto caso tutte negative (35) : e siccome ar-^ikf— i=j, ed y nega- 
tiva, sarà Af-«-i>j:, cioè maggiore della massima radice positi- 
va della proposta. 

Una quantità maggiore di tutte le radici positive della pro- 
posta si chiama il limite bielle radici positive, e per esso può 
prendersi il massimo coefficiente negativo accresciuto dell'uni- 
tà, ma spesso non sarà questo il limite più prossimo. Per aver- 
lo convien cercare il minimo valore di A, che renda positive 
tutte le quantità A\B y C',ec. Prendiamo per esempio l'equa- 
zione a:*^aa7*-i-3a?"^4^H-5^o (89), ove —4 essendo il massimo 
coefficiente negativo, possiamo prender 5 per limite delle radi- 
ci positive. Ma per avere se è possibile questo limite più prossi- 
mo alle radici cerchiamo il valóre di A, che rende positive le 
quantità A ^ V ^ ec. Primieramente Azii rende positiva la quan- 
tità D\ ed un valore qualunque di A maggiore di i fa lo stesso 
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effetto. Anche C è resa positiva da Azzr , ma questo \aIore ixn- 
de B*—o; onde convien prendere A=2y e come Arra rende posi- 
tiva anche A\ sarà 2 il più prossimo limite delle radici posi- 
tive . 

41. 

Ritornando alle trasformazioni osserviamo» che general- 
mente qualunque trasformazione si riduce alla ricerca dì una 
equazione, le radici della quale hanno una data relazione con 
le radici della proposta. Chiamate a^b^ e y d^ecle radici della 

{proposta, se ne formino quelle della trasformata richiesta , ed il 
oro numero ci darà il grado della trasformata , la loro somma il 
coefficiente del secondo termine » la somma de' prodotti a due a 
due il coefficiente del terzo , ec. Qualunque sia la relazione da- 
ta, parche sia razionale , questi coefficienti saranno espressi per 
i prodotti e per le potenze delle radici della proposta, e quindi 
per le cose precedenti (87, e 38) saranno dati per i coefficienti 
della proposta. Facciamo l'applicazione dì questo metodo ad 
alcuni casi. 

L'equazione data 

m j, rn^^x « iti— a ^ in— 3 . m 

X ^Ax ^Bx ''^x d: irro 

si debba trasformare in un'altra, le radici della quale siano le 

potenze n, delle radici della proposta. Saranno a , J , e'*, ec. 
le radici della trasformata, ed il loro numero m\ onde se rap- 
presentiamo questa equazione per 

sarà ^'=a"HJ"+c"+ec. =rp("), 5'=a"i"^W ec. 

— . y c=ra if e H-a a -Hec. rr— _-. . 

a a. 3 

p(/»,n,»,n) 

Z)'=— — — , ec. Sia proposta per esempio V equazione 

•ic«^aa7»-HJ>— i=:o* ove ^:=a, £iri, 0=r , e sìa n=i2. Avremo 
/^2. P^»)^a, P^O-5, JP^Ozric, P^')=ij, P^«>=a9, 

P^''" =-6,P^''''" =6, e quindi ^'=a, 5'=-3 , C=i , e le 
radici dell'equazione y»— a j» «.3^:^1—0 saranno i quadrati 
delle radici della proposta . 



Digitized by 



Google 



D' ALGEBRA P. I. 79 

AieMO un^equazione qualunque si debba trasformare in 
nn' altra, che abbia per radici le somme di due qualunque del- 
le radici della proposta , cioè a-i-i ,. a-k^ , fl-W , ec. , ìh-c , i-f-</ , ec; 

È facile il vedere 9 che il numero di queste radici è =— — ^^, 

e posto questo numero =», sia la trasformata 

n Af TI— I TU Tir^% /^r /I— 3 . m 

y ^Ay -^oy — Cy ....=tP=o. 
Per trovare più facilmente ì coefiBcienti /<' , B\ ec. , rappresen- 
tiamo per Q^ ' la somma delle -potenze r. delle radici di que- 
sta trasformata , o sia la somma dei binomj (o-t-i) , (a-4-c) > 

(a-hd) , ec, (i-Hc) , ec, e vedremo che il valore di Q^ ' con- 
terrà prima le potenze r.^^*™* delle radici ^della proposta molti- 
plicate per m— I , perchè in m-^i binomj è compresa ciascuna 

di queste radici, poi la somma dei termini della forma a "* & 

moltiplicati per r, i termini della forma a'^ b moltiplicati 

per -i ' , quei della forma a b moltiplicati per -^ .. - , 

« così in seguito • Onde sarà 



r(r-,)(r-a) . . . (':±:?) ^(t't) 



r 
A . o . • • • — • 

SI 

nel caso di r pari , e 



r(r— i)(r-a) . . . (__\ /^^j ^,v 

a . 3 . . . . 

nel caso di r disparì . Se nella prima di quest'espressioni sosti- 
tuiamo i valori di P^'"""^ ' '^ , p(''-"'*»*), ec (38), avremo 
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Qw=(^,,pw^p.p(r-i) . . .^:tlÌ:i:^).zÌ!^^ 



a. 3 . . . L 

a 



_P(0H=^' .^-■'•(f)) 






Ma la quantità rH.ll:=i> .... H.'ÌlllllOè 



- eviden- 

a 



temente — -^^ i=a — i ; dunque avremo nel caso di r pari 

a 

. -(-)-(^) ,.(T)^pjr) 

a , 3 .... — ^ 

E col medesimo discorso vedremo , che nel caso di r dispari sarà 

a 



-<-' • ■ • (^ p(^-).(tÌ) 



a 3 i^ 

a 



. P^ * ^z»' 



Trovati in tal modo i valori di Q, Qt»), ec. avremo (87) 

<? =A' 
. Qt«>=^'Q -aJB' 

ec. 
• quindi 



Digitized by 



Google 



D* ALGEBRA P. I. 8i 



3 

"" 4 

ec. 

Per trovare le trasformate sì può alcune volte usare un al- 
tro metodo, di cui daremo un esempio. Proposta Tequazione 

rn j Tfi^j r% /w— a >^ iti— 3 .i^til-^ 

X "^Ax 'k-Bx — Lx .... 3:i=o 

hIì cui le radici sono a, J, e, ec, se ne debba trovare un'altra;, 

TTi. 1. ."• , ^ a a h h ce 

che abbia per radici le quantità — , — , ec. — , — , ec. — ,y,ec. 

É chiaro che il grado di questa trasformata, sarà =:m(m— i)^ e 
col solito metodo si potrebbero trovare i di lei coefficienti ; ove 

si osOrvi che essendo y una radice , ve ne sarà un* altra = — , e 
perciò la trasformata sarà tale, che rimarrà la stessa ponendovi 
— in luogo di y, cioè l'ultimo termine sarà eguale al coeffi- 
ciente del primo, il coefficiente del penultimo sarà eguale a 
quello del secondo, e così degli altri: la quale osservazione 
togKe la metà della fatica. Ma invece del metodo solito si po- 
trà usare anche il seguente: sia x^ una radice della proposta 
diversa da a: , ed avremo similmente 

x' 
Ora poiché y=:— , e quindi x^-nxy ^ si sostituisca questo valore 

"di x\ ed avrasM 

X y -^Ax y -^Bx y .... dbT=o. 
A questa equazione soddisfa y=ii ; onde si potrà dividere per 
jr— I , e fatta la divisione ne nàscerà una equazione della forma 

f y -^Py -^Qy — ec =o. 

Per mezzo di questa e della proposta si elimini x, e si otterrà 
la 'ricercata equazione in y. Insegneremo in appresso come* ri 
Tom. /• II 
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debba eseguire questa eliminazione . Se avessimo omessa la di- 
visione per y— i , la trasformata oltre le radici ^ , ^ . ec. — , ec. 

b^ e a 

a h e 
avrebbe avute anche le radici —, -r- , — , ec. cioè m radici zzi. 
« due 

Infatti yrri ci dà a:'=j?; e perciò il fattore j— i è superfluo, 

quando si vuole che le due radici ^ ed :r' siano disuguali ; ed 

allorché questo fattore si ammette, esso ci dà i casi, ne' quali 

Se due quantità reali he k sostituite in una- equazione in 
luogo della incognita rendono il primo membro una positivo , e 
P altra negativo , l'equazione avrà per lo meno una radice rea-* 
le , i di cui limiti saranno he k^ cioè una di queste quantità sa* 
rà maggiore, e T altra minore della radice. Sia P la somma di 
tutti i termini positivi della equazione , e — Q la somma di tut- 
ti i termini negativi, in modo che la proposta sia P— Q=o. Sup- 
ponghiamo primieramente le quantità he k ambedue positive , 
e k^h; se posta x=:& è il primo membro P— Q positivo, sposta 
x^c è P— Q negativo, è chiaro che nel primo caso P è >Q , e 
nel secondo P<Q, Ma siccome le quantità P e Q sono ciascuna 
composte di termini positivi e di potenze intere, è evideute che 
esse cresceranno al crescer di x, e che aumentandosi x per gradi 
insensibili da h finq Sik esse pure aumenteranno per gradi insen- 
sibili , ma P crescerà meno di Q, perchè di più grande , che era 
prima, è poi divenuta la più piccola , e perciò vi sarà un valore di 
X tra i due valori di A e di *, nel quale sarà P eguale a Q. Ciò 
si rende sensibile, se si paragona al caso di due mobili, i quali 
partendo da due punti difllerenti percorrono in modo la medesi- 
ma linea, che quello , il quale era prima indietro , si trovi in 
seguito più avanti dell'altro; perchè è evidente che essi devono 
essersi necessariamente incontrati nella loro strada. Questo va- 
lore di x^ che renderà P eguale a Q, sarà dunque una radice 
reale della proposta , e caderà tra A e À . Se posta xrdk fosse P— Q 
negativa, e posta x:sk fosse P^^Q positiva , avrà luogo il mede- 
simo discorso, e solo dovrà in esso cangiarsi P in Q e vice- 
versa. 

Se le due quantità h e k^ o una di esse fosse negativa, se 
ae prenda una terza r in modo, che r-f-A , e r-i-A- siano ambedue 
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poBÌtive, e si trasformi la proposta ponendovi y— r in luogo di 
^. Sostituendone! pritho membro della trasformata r-«-/i ed r-i-£ 
in luogo di j avremo due resultati di segno contrario, perchè 
questi resultati sono quei medesimi , che si otterrebbero ponen- 
do A e A: in l«ogo di X nella proposta . Avrà dunque pel ragio- 
namento precedente la trasformata una radice reale compresa 
tra r-*-A ed r-*-A:, e pereto , a motivo di acry— r, anche la propo- 
sta avrà una radice reale compresa tra k e k. • 

Pertanto y se una equazione ha l'ultimo termine negati vo, 
avrà sicuramente per lo meno una radice reale positiva. Sia 
questa equazione 

X "^Ax -k-Bx . . . • — 7b=o, 

^ facendo nel primo membro x^lo avremo un resultato negati* 
Vo — T. Ora se / rappresenta il limite delle radici positive del- 
la proposta, e facciamo <x=z/^ il primo membro diventerà posi- 
tivo (4o). Una radice adunque cade tra o ed /, e perciò è posi- 
tiva. 

Se essendo pari il grado m si pone in questa equazione '^x 
Avk luogo di X, l'ultimo termine rimarrà negativo; onde questa 
nuova equazione avrà una radice positiva, e quindi la proposta 
nna radice negativa. Se il grado è di^Muri e F ultimo termine po- 
sitivo, ponendovi ^^x in luogo di x l'ultimo termine diventerà 
negativo, e la nuova equazione avendo una radice positiva, ne 
segue che la proposta avrà una radice negati va « 

Una equazione di grado dispari avrà sempre un numero di- 
spari di radici reali; perchè se si vuole che questo numero sia 
parì, tolte q^ieste radici mediante la divisione dell'equazione 
per altrettanti fattori, l'equazione che ne risulta sarà di grado 
-dispari, ed avrà perciò un'altra radice reale • Neil' istessa ma- 
niera si dimostrerà, che una equazione di grado pari ha sempre 
un numero pari di radici reali: onde qualunque equazione non 
può avere che un numero pari di radici immaginarie . 

Se nna equazione ha tutte le sue radici immaginarie , il di 
lei primo membro si manterrà sempre positivo, qualunque 
quantità Teale vi si sostituisca in luogo di x. Poiché se due so- 
stituzioni dassero resultati di segno contrario , la proposta avreb- 
be contro l'ipotesi una radice reale compresa tra le due quanti- 
tà, <Jie sostituite hanilo dati questi resultati di segno contrario. 
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43. 

Le radici imaginarie delF equazioni sodo sempre della for- 
ma OM-^l/— I . Fatta la divisione di una equazione proposta 
per i di lei fattori reali se ne ha, essa diventerà della forma 

ove m è paride V ultimo termine è sempre positivo, perchè se 
fosse negativo, rimarrebbero altri fattori reali. Si faccia 

^ =— y , o sia x=Lyì/ —I , e r equazione diventerà 
-" ^ "— ■» -y"-* Ito. 



V-' (y"-y 



Se i coefficienti di questa equazione fossero reali , l'equazione 
avrebbe a motivo deir ultimo termine negativo una radice reale 
composta per mezzo di analitiche operazioni dei medesimi coef- 
ficienti . Si prenda dunque l'equazione 

z -*-ajB -H*J5 — .7*=:9 

ove'i coefficienti a , 5, ec. siano reali,, e la radice reale di questa 
equazione sarà , qualunque sia, composta de' coefficienti a, £,ec. 

Ma se invece di a, &, ec. vi porremo — -y — , . — , ec, , 



i/-^ {ì/-')' 



il valore di z diventerà quello di y, e sarà composto di quanti- 
tà tutte riducibili alla forma a-»-/?|/'— i ; onde anche il valore di 
jr, e quindi quello di x sarà riducibile alla forma a^l/"^! . . 

Ma se una equazione (E)h& una radice della forma a-H^p/— .1, 
ne avrà un* altra della forma a— (Jj/— i . Infatti 1' equazione 
(^=0 potendosi dividere per a>— a — ^[/^^i , si faccia la divisio- 
ne, ed il quoziente sia m-i-ii|/'— i , ove m contiene tutti i termi- 
ni reali , ed nj/'^i gì' imaginarj . Sarà dunque 
(£)i=:(j:— a-H?l/— i )(/nH-/il/— 1 )=:(j:— a)TOH-p/^4-(x— a)«|/'— l 
— ^/n(/'^c . Ma come la quantità (E) si suppone di una forma 
tutta reale, convien che si distruggano tra loro stessi gl'im- 
maginarj, cioè che sia. (^— a)/2-»j?m2zo , e l'equazione (£^)=o 
sarà {x'TTa^m^n^o . Ora io dico che questa equazione è divi- 
sibile per a:— ta-4-^l/—^i, e che il quoziente è /»— /i^/— i, poi- 
ché fatta la moltiplicazione ne nascerà 
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(a:— a)m-f-^/>i-(^— a)n(/^— i-H^/nl/— 1=0 , che è Tistessa equa- 
zione (E) a motivo di (x'^n:;z;§m. E dunque P equazione (E) 
divisibile per a?— «H-ft/— i , e perciò a^\/^i è una di lei ra- 
dice • 

Se i due fattori imaginatj j>-r-a — ^^l/'— i , x— «H-^lZ-ri sì 
moltiplicano tra loro, il prodotto sarà a?'*— aaor-i-a^-f-^* , cioè 
reale . Onde , siccojoae un fattore imaginarìo essendo Xi— « — ^j/— i, 
ve n'è sempre un altro ::;;j>— a-f-|?p/-Ti , qualunque equazione è 
composta di fattori reali del primo , o del secon4o grado, 

44. . 

Sia data una equazione qualunque (£)^o 

{E)=x^^Ax'^^^^Bx^'''^. . . . zpSxztTbro , 
di cui le radici reali disposte per ordine di grandezza siano a^ h ^ 
e, d ... t^ in modo che sia prima scritta la massima positiva; 
e le altre gradatamente minori , e riguardo alle negative sia 
scritta prima quella, che prescindendo dal segno è minore , cioè 
se si hanno ^7, e —3, sì ponga prima --3, e poi ^7 . Se chia- 
miamo F il prodotto dei fattori immaginar] , che contiene la 
proposta, essa potrà ancora esprìmersi così; 

(£)=i(:r— a)(a:— J)(x— c)(a;— rf) . . . (jp— /)F=ro. 
Adesso moltipllcando ciascun termine della proposta pel suo 
esponente, e dividendolo per x otterremo l'equazione 

{K):=mx — (w— i)^jp -♦-(m^ajBa? ...^5zro, 
« saranno le radici reali della proposta {E)zoo limiti delle radi- 
ci della equazione (E')^s:o . Infatti in (È') ponghiamo a in luo-« 
go di <r , e Ile verrà 

ma — {/w— i)y4a v -♦-(/n— a)^a . . . . q=5, 

cioè l'ultimo termine della trasformata , che nasce dalla propo* 
sta ponendovi j?-*-a in luogo di x (89) . Perchè essendo a una 
delle radici della equazione (E)=:Oj, l'ultimo termine, che in- 
vero sarebbe 

a'^^Aa'^'^Ba'"-'* ±r, 

svanisce, e perciò il penultimo della trasformata generale di- 
venta l'ultimo nel caso, che A eguagli una delle radici della 
proposta . Posto ciò , siccome 

(J5)=s(x— a)(a>-i)(j?— c)(x— rf) . . • {x^Fzzo , 
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ponendo a?-4^ in luogo di x la trasformata sarà 

(a7-Hfl— i)(^-Hi»— c)(ar-»w»-*rf) . . . (jM^a— ^)G=o* 

ove Gè la quantità , in cui si cangia F^ quando in luogo di i^ 
vi si pone o^-ws. E poiché 1* ultimo termine é eguale al prodoC» 
to di tutte le radici preso col suo segno , o col segno mutato, se«* 
condo che il numero m-^i di esse è pari o dispari , sarà 

ma — (m^i)Aa . . .^^^^^(a— A)(a— c)(a— rf) . . .(a— f)Gi, 
Neiristesso modo si dimostrerà essere 

me — (/n— 1 )Ac "" . . . ^^5:^(0— a)(c— i)(c— flf) . • . (e— ^)G3 , 



ove Gì, Ga, G3 sono i valori di Fy quando vi si pone 
z=ft, z=c; e così in seguito per le altre radici. Ora essendo le 
quantità Gì, G2, ec. necessariamente positive (4^), ed inoltre 
essendo a>&,i>(;,c>^,ec.) saràlaquantità.(a-6)(a-c)...(a-r)Gi 
positiva, (A— ia)(A— e) . . . (i— ^)Ga negativa, (c''Ht){c^^) . . . {c'^t)Gi 
positiva^ e così in seguito . Mentre adunque nella quantità <(£') 
ai sostituiscono in luogo di x tutte le radici reali a, A, e, </, ec. , 
essa diviene alternativamente positiva e negativa, e perciò le 
radici reali della equazione (^=0 sono limiti delle radici della 
equazione (£')=o« 

Quindi , se tutte le radici della equazione (£)=ro sono rea» 
li , anche l'equazione {£"):=ò avrà tutte le sue radici reali, e se 
questa ha qualche radice immaginaria, la proposta ne avrà per 
lo meno altrettante . Se l'equazione (£')=ro si moltiplica di nuo* 
Vo per gli esponenti de' suoi termini , in modo che ne nasca l'e- 
quazione (£7')zro , questa equazione avrà tutte le radici reali» 
se tali le ha la proposta (£7)=o . Perciò se qualunque data equa- 
zione (£)=o si moltiplica per la progressione aritmetica m, 
iffi— I , /»— a, ec. fermine per termine, e l'equazione che ne ri- 
sulta si moltiplica di nuovo per la progressione m^^i , m— -a » 
m^^i , ec, , e quella che ne nasce di nuovo si moltiplica per la 
progressione m'^a, w— 3, m— 4> ^<^«> * *^osì in seguito, tutte 
1' equazioni nate da queste moltiplicazioni , che chiameremo 
(jE'Jrto, (iS")=o, (£'")r:o, ec, noù avranno alcuna radice im- 
maginaria , se tutte le radici della proposta sono reali . 

La proposizione inversa non è egualmente vera, perchè la 
proposta può avere assai piik radici immaginarie , che non ne ha 
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r equazione (£')rro. Per ben comprender ciò, siano a', i', e', 
d^ . . ./le radici reali di questa equazione disposte per ordine di 
grandezza ; io dico che la proposta non potrà avere che una so- 
la radice maggiore di a\ una sola minore di £ , ed una sola com- 
presa in ciascuno intervallo tra a! e b\ o tra V e e', ec. Infatti, 
se la proposta avesse due radici reali mctggiorì di a* , siccome 
tra queste due caderebbe una radice reale della equazione 
(£')z=o, a' non sarebbe la massima tra le radici di questa. Così 
pure, se tra a'ei' cadessero due radici reali della proposta, poi- 
ché tra queste due sarebbe compresa una radice delF equazione 
{E)zzOy a! e V contro l'ipotesi non si succederebbero in ordine 
di grandezza, e cosi in seguito. Ciò posto, se chiamiamo (£j)a 
(J5a), (JE3), ec. Fi , i?a, ira, ec, i valori di (E) e di jP, quando 
in luogo di X vi si sostituisce a\h\c\ ec. , avremo 

(£?i)=(o'^(a'-A)(a'-c) (a'— ^Fi 

(Fa)=(A'^(A'— i)(A'-c) {V—i)F^ 

(iS3)=(c'-^)(c'-^)(c'-c) (c''^t)F2, 

ec. 
Ora è facile il vedere, che se la proposta ha una sola radice 
maggiore di a\ la quantità (Fi) sarà negativa; alFopposto sarà 
positiva, se ninna radice della proposta è maggiore di a! . Se tra 
e! e V caderà una sola delle radici a. A, e, ec. , le quantità (Fi) 
ed (Fa) areranno segno diverso, onde se avessero il medesimo 
aegno, ninna radice reale della proposta sarebbe compresa tra 
a' e *'• Nell'istessa maniera le due quantità (Fa);, (F3) avranno 
il segno diverso , se una radice della proposta caderà tra A' e e', 
e così delle altre . 

Se la proposta ha il medesimo numero di radici immagina- 
rie, che l'equazione (F')=:o, dovrà necessariamente avere una 
radice reale maggiore di a', una compresa tra a' e A', un'altra 
tra V e c\ e così in seguito . Quindi la quantità (F) diventerà 
in tal caso alternativamente negativa e positiva, allorché vi si 
sostituiranno per ordine le radici a'. A', e' ... ^'. Che se alcu- 
na di queste condizioni mancherà, ciò sarà un indizio sicuro, 
che la proposta ha più radici immaginarie, che non ne ha Te» 
quazione (F')=o • 

Perché la proposta abbia tutte le sue radici reali , bisogna 
primieramente, che tutte le radici della equazione (Fi)=o sia- 
no reali, ma ciò non basta ; conviene di più, che queste radici 
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sostituite per ordine di graudeziza nella quantità (E) la rendano 
alternativamente negativa e positiva . Ma le medesime radici so- 
stituite per ordine nella quantità (E") la rendono all'opposto 
alternativamente positiva e negativa. Dunque, se facciamo 
yz^(E) , {E'') y questa quantità dovrà in tal caso mantenersi sem- 
pre negativa » quando vi si sostituiranno le radici della equazio- 
ne (jB')=o . Vedremo in seguito ,che eliminata x dalle due equa- 
zioni y=z(£).(£"), ed {R)^o si ottiene una equazione in y, le 
radici della quale sono i valori di j, che nascerebbero dalle pre- 
cedenti sostituzioni . Quindi tutte le radici della proposta (E)zro 
saranno reali, quatido saranno tali tutte quelle della equazione 
(E^'j^zo , e quando le radici della equazione in y saranno tutte 
negative, cioè quando tutti i termini di questa equa2;ione saran- 
no positivi. 

In simil guisa si dimostrerà, che T equazione {E')zzo avrà 
tutte le radici reali, se tali le ha l'equazione (£?")i=o, e se quella 
che nasce dalla eliminazione di x ìva yz=:{E') . {E"')zzo ed{E")zzo 
avrà tutti i termini positivi, e così in seguito. E siccome grada- 
tamente^ discendendo arriveremo ad una equazione di secondo 
grado, nella quale a colpo d'occhio si distingue la realità dèlie 
radici , ne potremo dedurre tutte le condizioni necessarie , per- 
chè ciascuna delle precedenti equazioni , ed in fine la stessa pro- 
posta abbia tutte le radici reali . 

Se i termini delia proposta, invece di moltiplicarsi per 1 
loro esponenti , si moltiplicheranno respettivamente per i termi- 
ni o , I , a , 3 , ec. ; in modo che ne nasca 1* equazione 

{H)=i^Ax"^'^^^2Bx'^^^. . . =p(/n— i)6Vdfc/»T=:o, 
questa equazione avrà per rapporto alla proposta le medesime 
proprietà, che ha l'equazione (jB'):=o, cioè se la proposta ha 
tutte le radici reali, le avrà tali ancora l'equazione (i9)r:o, e 
viceversa se questa ha qualche radice immaginaria, la proposta 
ne avrà almeno altrettante. Infatti se nella proposta facciamo 

j:=:—, ne nascerà l'equazione 

j^Ay^By^ q:5y'^"*':±:Tj^=:o, 

la quale avrà tante radici reali o immaginarie , quante la propo- 
sta. Se in questa equazione in y moltiplichiamo tutti i termini 
per i respettivi esponenti , otterremo V equazione 
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— -<4-i-aJBy .... zf:{m^i)Sy z^mTy "" =0, 

la quale posto xzz — si cangia nella equazione {H)^:o ^ ed ha 

tante radici reali o immaginarie, quante questa. Dunque quel- 
la relazione; che passa tra il numero delle radici reali o imma- 
ginarie delle due equazioni in j, avrà luogo egualmente tra la 
proposta e V equazione (fi)=o . 

Essendo la prima equazione (£)z=o del grado m— i , se una 
data equazione si moltiplica per la progressione /71, m-«i» m— a, 
ec. de*suoi esponenti, sparisce l'ultimo termine: similmente se 
si moltìplica di nuovo per la serie /n-^i , m— a, w— 3, ec. sva- 
nisce il penultimo termine; e così se in seguitosi moltiplicherà 
per la serie i?i— a, m — 3 , ec, o per la serie i?i— 3,/»— 4> «e. spa- 
riranno gradatamente gli altri tra gli ultimi termini che riman- 
gono. Onde perchè svaniscano i due ultimi termini, convien 
moltiplicare l'equazione per la serie m(/?i— i), (w^— i)(/n— a), 
(wi— a)(m— 3) , ec, per fare sparire i tre ultimi termini, T equa- 
zione dev^ moltiplicarsi per la serie m(TO— i)(/ii— a), 
(/»— i)(ot— a)(i7i— 3), (ot— a)(m— 3)(/?i— 4) > ec , e generalmente 
per mandar via gli ultimi r termini , convien moltiplicare V e- 
quazione per la serie 

wi(w— 1)(/»— a) .... (»>— r-Hi) 
{m — i){/n— a)(/ii— 3) .... (m — r) 
{/»— a)(wi— 3)(iw^4) .... (ro— r— i) 
ec 

Facilmente apparisce , che il coefficiente del termine Px ^ 
sarà dopo questa moltiplicazione 

(l7^-^)(m— ^^— ])(/7t— JET — a) .... (/»— />— r-Hi). 

Se adesso si moltiplica l'equazione per o, i ,a, 3, ec, sva- 
nirà il primo termine: se di nuovo si moltiplicherà per o»i ,a, 
3, ec^ sparirà il secondo termine, e gli altri gradatamente an- 
deranno via nel medesimo modo . Quindi per cacciar via i due 
primi termini , si deve moltiplicar l' equazione per 0,0, x.a, a.3, 
3.4, ec. per farne sparire i tre primi, convien moltiplicare per 
0,0,0, I .a.3, a. 3. 4 9 3.4-5, ec: e generalmente per man- 
dar via gli 5 primi termini, bisogna moltiplicar l' equazione per 
una serie , i di cui primi s termini siano o , e gli altri i se- 
guenti 

7b/7t. /. la 



Digitized by 



Google 



90 ELEMENTI 

a . 3 . 4 - S • • • • (^-«-i) 

3.4*5.6.... (^-«-a) 

ec. 

e fatta questa moltiplicazione il coefficiente del termine Px^^'P, 
purché sia/7>j— I , sarà 

(/?-^-*-i)(/^— i-*-a)(/?— *-*-3) ..../?. 
Se dunque devono svanire tutti i termini antecedenti ad 

Lx ^ y e tutti i posteriori a Psc^ , fatta la prima molti- 
plicazione avremo 

(w— j5^)(ot— j?— i)(»i— y— a) .... {q^p^i)Lx^^P 

^m— j»— i)(iw-jE>— a) .......... (q^p)Mx^'^P^^ 

^{jn^p^2){m^p^i) {g^p^i)Nx'^P^^ 



d:(iii— jr)(m— ^— i) a . x Px'""^ , 

e fatta la seconda moltiplicazione, in cui s^p^ avremo 

I . a . . . /?(wi-y)(m-j?— i) .... {q^p^i)Lx ^ 

—a . 3 . ; . (;M-i)(m— j7— i)(/7i-jp— a) .... (y— /?)Afr ^^ 

-•-3 . 4 - - . . (/^-♦-a)(»i^-y— a) (jr— />— i)iVic ""y^ 



=t(y— /M-i)(5'— />-Ha) . . . y (/w— j)(/»— y— i)... a.iPj? ^^. 
Se facciamo questa quantità =:o » ne nascerà una equazione , la 
quale se avrà radici imaginarie , la proposta ne avrà per lo me- 
no altrettante. 

Quindi se nella proposta mancheranno tutti i termini in- 
termedi tra hx ^ e Px^ , essa avrà per lo meno tante ra- 
dici imaginarie , quante nB ha V equazione 

or=i.a....j9(/n— j9)(m— /7 — i) .... (y— y-»-i)Lar^"^ 
=t(y— /M-i){y— /T^a) . . . ^(m— 5')(ot— y— i)....a.iP, 
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o sìa quante ne ha l'equazione Lj;^"^it:P=o , giacché non dal 
valore più o meno grande de' coefficienti , ma dai loro segni uni- 
camente dipende il numero delle radici imaginarie. Infatti, se 

nella equazione x^dtiizzo facciamo x=i— , in modo che essa 

diyeBf^SL A^(y^±B^z^o ^ tante radici imaginarie avrà questa 
equazione, qualunque «ano le quantità reali A e By quante 

ne ha l'equazione x'^dbiiro, poiché ad ogni valore reale oima* 
ginario di x corrisponde un valore reale o imaginarie di y. 

Se vorremo eliminare tutti i termini, fuorché i tre seguenti 

Lx'^'^P^Mx'''^P^^^Nx^'^P^^, in tal caso sarà y=y*a,ed 
avremo l'equazione 

1 . a • • . (/»— /?)(/ii— -p— i) . . . ìLx ""-^ 
—a . 3 . . . {/M-iX'W-^— i)(ot— y— a) . • . ^Mx "r^ 
-«-3.4.,. (/>-f-a)(/»-^— a)(/w-y— 3) . * . iNx^'^^^^ =0 
o sia , dividendo per a. 3.4 • • ./?(/»— p—a)(/n—/?— 3). . . 3j? ^ , 
(;n— /?)(/?2— /?— i)Lj?a--a(pH-i)(m— jp— i)Af^-H(pH-i)(p^^^ 
Se jL ed iV hanno i medesimi segni, le radici di questa equa- 
zione saranno reali, se (/^^ )(m— ;?— 1 l ^y, v^£ jy altrimenti sa- 

taj[ino immaginarie. 

Se dunque la proposta ha tutte le sue radici reali, siccome 
deve averle reali anche qualunque trasformata che se ne formi, 

presitre termini consecutivi Lo: "^— Mjp ^P'^ ^^Nx ""^^^ , 
de' quali i coefficienti estremi L ed iV abbiano il medesimo se- 
gno, dovrà essere ^±fil^£=il3f«>LiV. 

Da questi principi si potrebbe dedurre la regola di Newton 
per trovare il numero delle radici immaginarie dell' equazioni , 
ma siccome questa regola ed altre simili sono molto imperfette, 
rimanderemo i nostri leggitori per la dimostrazione di queste 
tra gli altri Autori , che ne trattano , al Calcolo Differenziale del 
Sig. Euler, e piuttosto passeremo ad esporre il celebre Teorema 
•di Cartesio^ dal quale si deduce il modo di distinguere tra le 
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Siccome adunque ogni moltiplicazione per a:— -A o. per j:-h4 
ci dà almeno una variazione o una successione di 'più, ed in 
qualunque equazione tanti sono i fattori a?— A o u:-eA, quante 
le radici reali positive o negative, ne segue che in ogni equa- 
zione il numero delle radici reali positive non può esser mag- 
giore del numero delle variazioni, né quello delle negative 
maggiore del numero delle successioni . E siccome le variazioni 
e le successioni prese insieme eguagliano il numero delle radi- 
ci di una equazione , se essa avrà tutte le radici reali , tante ap- 
punto saranno le radica positive quante le variazioni, tante le 
negative quante le successioni. 

Per mezzo di questo teorema si può qualche volta conosce* 
re r esistenza delle radici immaginarie in una data equazione . 
Sia proposta per esempio l'equazione 

le radici della quale se fossero reali, i .segni indicherebbero uria 
radice positiva, e due negative. Moltiplicandola per j?— A avre* 
mo il prodotto 

a:4_(a-^^)a7»-i-(aA^3)x»— (7— 3À):r-H7A==o , 

nel quale i segni sarebbero alternativi, se fosse aA>3, e 7>3A , 
alle quali condizioni sì può soddisfare prendendo h=i^ . Il pro- 
dotto id tal caso ci mostrerebbe quattro radici positive, lo che 
siccome non combina con quello, che c'indicano i segni della 
proposta , ne segue che essa ha due radici immaginarie • 
Sia data in secondo luogo V equazione 

d?4— i.a:»-e6^*— iaar-f-5orió , 

la quale non può avere alcuna radice reale negativa. Se la mol* 
tiplichÌAmo per x-i^ otterremo 

a?»-fr-(A^i)x*-»-(6— A)jc»-t-(6A— i2)j;a-4-(5o— iaA)a7-i-5oA:=o, 

ove possiamo rendere tutti i termini positivi prendendo A=:3 ; e 
perciò il prodotto , ed in conseguenza anche la proposta non 
può avere alcuna radice reale positiva . Pertanto la proposta ha 
tutte le radici immaginarie* 
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CAPITOLO X. 

DelP equazioni del terzo grado. 

46. 

X er incominciare dalle cose più semplici^ sia proposta in pri- 
mo luogo l'equazione x^^rzzo; ed ò chiaro che una delle di lei 

3 V 
radici è :=l/ r. Per trovare le altre dividiamo la proposta per 

ap— flV'^r, ed otterremo l'equazione aj^-HOP^/^^ r--f-r/^r«=zo , la 

quale ci dà «=>-(— ±1^-11. Jl/^r . Quindi le tre radici dell' e^ 

quazione jc»— r=o sono a?=|/ r, x:^l hS— Z-.\|/ r ed 

Passiamo adesso air equazione del terzo grado 
:r*-4-3/^a7-i-2fr=:o, dalla quale è stato tolto il secondo termine. 
Facendo a?^:m-ws avremo a?*:=fn»-i-3mn(OTH-n)-wi» , e sostituendo 
w in luogo di 171-1-^ otterremo l'equazionea?*— Smnx— /«•— /»»=;o, 
di cui una radice è ;=7»-wi • Paragoniamo questa equazione con 
la proposta 9 ed avremo per determinare m ed n 1* equazioni 

m/}=— /?9 m'-*-ii*=— 2^9 la prima delle quali ci darà 71=3— £, 

m 

e sostituito questo valore la seconda si cangerà in 

m»— '-^^-f-a^rro, cioè OT«-f-2y/»'-y*=:o, la quale posto w»=r 

diventa r«-»-ayr— 5!? «zso, e ci dà m— 5r:t:i/(y*-*^'), Ora dalla 

equazione m^zzr abbiamo m^l/^r , ed /ic=( ±kLZL ji/^r, 

e sostituendovi i valori di r ottenghiamo sei valori di m , cioè 

«===|/^[--f=t|/(?»-hP*) 



mz 
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Quindi abbiamo anche sei valori di n, cioò 

"= i-7f — — — 7=iV^r-?=^(y-^*)i 



-p/]-?=pi/(f*-^/'')] 



E siccome xzzm-t^, avremo 

^« |X[-s*l/(? ' -^ • )] ) 

Questi sei valori di :r, poiché ciascuno è doppio, si riducono ai 
tre seguenti , 






a 



H-;>^-^-»/(?'-hP')]x --^Y"' 

i quali ci danno le tre radici della proposta. 
Prendiamo per esempio l' equazione ar*- 

p=-i, ^=-1, e quindi a:=|/[n-|/(i-i-^)j 



-KP— a=:o: sarà 
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mente |V'^li-*--|/'|2i J=:----'-r(/'ai , come dimostreremo in 

seguito; è dunque j:;::— *--Fl/ai^— [— -r(/ai=i . Le altre due 
radici saranno così espresse ; 

:= — -♦---l/— 3,ai=>— — 4— l/— 7i ed a:= 1/— 7 • 

ab a a'^ * a a*^ * 

Sia adesso proposta l'equazione x* — yx-HÓ^io , e sarà 

'=-1 • '=4=' ■• »"^ '=t/l-***^(9-^)j 

-♦-l/^J— A— — ^j/— sì, la qual' espressione è involta in qaai>- 

tità immaginarie. L'iste^so succede ogniqualvolta j9 è negativa, 
e j9>>^a : ma quantinique in questo caso T espressione della pri* 
ma radice, che si suol chiamare la formula Cardanica j perchè 
Cardano si è molto distinto in trattarla, comparisca sotto aspet- 
to immaginario « essa è però reale. Poiché abbiamo veduto che 

la quantità l/^l— y-H/(y*-»^')l "^^ ^**^ di/>»>y* si riduce 

alla forma ^-hjB^^— i , e nel medesimo tempo 

1/^— y-i/(y*-H/?»)| è zz^— i3^/— I, quindi x^A-^Bi/^i 

^A^B[/ — izz^Ay cioè reale • Di più sono nel medesimo caso 
reali anche le altre due radici ; perchè esse sono così espresse: 

a a 

a a 

o sia fatte le moltiplicazioni a?=r— ^— J3|/^3 , jf=— >4-4-J5|/3 . 

Questo caso , in cui tutte le radici , quantunque reali , com- 
pariscono sotto una forma immaginaria, si chiama il caso irre^ 
iucibile^ perchè ad alcuno non è finora riescito di esprimere al- 

Tom. I. i3 
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gebricamente queste radici sotto un aspetto reale . Vediamo per 
qual ragione il metodo usato fa giungere ad espressionLimma- 
ginarie. Sia primieramente q negativa, e l'equazione 
a:* — 3pa:— ay:=o avrà due radici negative ed una posi ti va, e co me 
manca il secondo termine, le due radici negative prese insieme 
saranno eguali alla positiva; io dico che nel caso irreducibile la 
radice positiva, e per conseguenza anche ciascuna delle negati- 
ve sarà <aj//? . Poiché facendo nella proposta xzizo abbiamo un 
resultato negativo — a^ , e facendo x=i2i/p abbiamo il resulta- 
to ^/^|//?— ay positivo a motivo di q^<p^ ; onde la radice posi- 
tiva cade tra o e ^/p • Se 9 è positiva, l'equazione 
a:'— SpjT-i-ayzzo ha due radici positive ed una negativa; e 
neiristesso modo si dimostrerà che la radice negativa presa po- 
sitivamente, e perciò anche le positive sono <^\/p^ Ora essen- 
do J7=w-*-^, sarà 7»"— ar/?i-i-/>=o , cioè mzz— ±1/ ^^ — 'p\ , 

onde quando x^<l^^ o sia dzjc<a|//>, il valor di m diventa im- 
maginario. Ma nel caso irreducibile è sempre •±:x<^/p\ dun- 
que in questo caso il nostro metodo appoggiato alla supposizio- 
ne ^r=m-4-^ deve condurci ad espressioni immaginarie. 

47- 

L'is tesso metodo usato per l'equazione del terzo grado e' in- 
aeatia a risolvere molte altre equazioni de' gradi superiori . Si 
abbia per esempio l'equazione x^-f-Spa'-i-Sp^x-i-ajrizo, e si 

ponga x=:ffi— — , avremo /n'^'-i-agr/n^-^^zzo, cioè 

"*"l/ |"^"H/(?*"*^*)|' Anche qui s'incontra un caso irre- 
ducibile; perchè se/? è negativa, e p^>q^ , la radice quantun- 
que reale comparisce sotto un aspetto immaginario . 

Ma cerchiamo ingenerale, quali equazioni ammettono una 
radice della forma Car^/a^c^a • Prendiamo l'equazione 

x^'^Ax'^^^Bx'^^^x''^ -HSar^a7b:Q, 

ove n è distri., ed i termini in posto pari eccettuato l'ultimo 
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sono stati omessi per maggior semplicità , perchè il calcolo se- 
guente li farebbe trovare =»}, e facciamo x=sy-f^ , Sostituito 

questo valore l'equazione proposta prenderà la forma 
n . n— a 

* V TS — ■^■*- f JrM»-A)Bi>-^)[y -^^) 

, V 7Z-I-3 71— I . V n-i-i n— 3 

>2 . D . . . 2è • D . • — ^ 

— aTbro . 

Per determinare i coefficienti A, B ^C^ec. facciamo 

ec. 
Iti questa maniera svanendo tutti i termini intermedj avremo- 

n 
y^ -h£ a Tiro , o sia j —a Ty^'^p^zso , cioè 

y 

= \/[t^ÌT'-p")^, e quindi :c=|y']r^(T« -;,'»)] 






T.^(T'-/) 



=|7'[^-H/(r«-/'")] 



r-H/(r»-/»") 



parche sia 



e questa sarà la radice della proposta; 



Digitized by 



Google 



loo ELEMENTI 

« / \ * nln^i] \ n(n— 3) 



f^ w(a~4)(«— 5) 
p— "(w— 5)("— <)("--7) . 



ec. 
Pertanto in qualunque grado dispari si potrà assegnare una 
equazione y che abbia una radice della forma Cardanica. 

Anche nel caso di n pari si danno in tutti i gradi dell'e- 
quazioni, che ammettono una radice della forma Cardanica, 
quantunque un poco diversa dalla precedente. Per trovar que- 
st'equazioni sia n pari, e prendiamo l'equazione 

e facendo x=.y-*-^ avremo 

n \ n-^^f 



y" '^ 

/ n(«— i)(«- -a) , (B--a)(»— »J .' , .^_ ^\/ n-6 P°~^\ 
■( 173 P'-*- z l-<pM'»-4)B7^-t-Cj^y •*"^^^Z6/ 






«(n— i)...,— I-I (n— a).... — — i 

1^^ "* 

a . 3 . . . . —— a . 3 . . . . 



«in — n.,.,_L-! (n— ai.... •- , . 



a- 



n(fi— i) .... — — — (»— a) .... — 

a a a ^ a c^ r^ 



a.3....« a. 5.... 

a A 



-;»r-r=o , 

ove ho aggiunta e sottratta la quantità F'per fare svanire tutti 
i termini iutermedj . Per ottener ciò dovremo fare come sopra 
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'A=s-np » 

^^_ n(fi-4)f/i^S) 
a. 3 •'^ 
e finalmexite 

a. 3.... (--,)!. 

ove il segno -«- si deve prendere se -«- è pari » e il segno — se 

« è dispari • Sostituiti questi yalori l'equazione precedente di- 
^ n n 

Tenterà y'*-!-^ ^a71^=a;i*=o, o siay^'*— a^Ihy ^W'*-*^'*=o^ 

n n 

e quindi yzz\/^T±p^ -^(T^dtz^Tp ^)1. ed «ry-*-^, cioè 

n n 

n n 

CAPITOLO XI.i 

DelP equazioni del quarto grado, 

48- 

dia data Y equazione del quarto grado priva del secondo ter- 
mine • 

e siccome ogni eqxuizione è composta di fattori reali del secon* 
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do grado , supponghiamo che essa si risolva nelle due equazioni 
ar«»-i-ej:-f3^o, a?»— ^x-Hg=:o . Fatta la. moltiplicazione avremo 
r equazione 

—e* 
la quale paragonata con la proposta ci àkf^g — e^zzp^ e^— e/ìrjr, 

/g:=r. Quindi ricaviamo ag=:/^4-c*-4-«2.^ a/=y-He* — 2.^ g 

/?*-i-ae*/>-+-c*— ^:=4/fe==4''5 onde finalmente abbij^mo l'equa- 
zione 

cJ-i-apc*-i-(/?a— 4r)c«— jr»=o, 
la quale posto €^i=m diventa 

Ora questa equazione avendo necessariamente V ultimo termine 
negativo, avrà una radice positiva, la quale posta :=4^> ci darà 
«=2/. Ma l'equazioni x^-f-ea>»3/==o, ^^«-«x-f-^^o danno quat- 

tro valori di X, cioè x=C±Hdf!z£l. ^-^-l/(e'~4/) 

2 2 

a/ ' a/ 

• 2/ * 2/ * 

queste adunque sono le quattro radici della proposta. 

Siano 4^^ , 4/^^ le altre radici dell'equazione {B)^ ed avre- 
mo (36)— 2p=4/a-i-4A:a-i-4Aa , e q^—\l^ .4):» .4A» , cioè q-=&lkk. 
Se sostituiamo questi valori nella prima espressione di x , 
avremo 

t/(8/»A:A-»-4/^-h4/'A:»-i-4/^A«— 4/^) 
2/ 

^^ 2/i/(2A:^»^-) ,^^^ , 
2/ 
Gli altri valori di rr si troveranno cosi espressi: j:=2— /— A— A, 
xzd-^^^y xzzl-'^-hr^k . Quindi apparisce ^ che se in luogo di 
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4/* prendiamo qualunque altra radice dell* equazione (JB), i va- 
lori di X riescono i medesimi; poÌ9hè se prendiamo ^=2^, avre* 
ino iir=:— A-h/h-A, ar=Zr^k-~U^^ xzzk-^l^h^ xzzh^h^l^ che so- 
no ì niedesim^i valori di sopra: lo stesso si deve dire dell' altn^ 
radice 4A» . È inoltre evidente che, se le tre radici dell' equa- 
zione (B) sono reali e positive , le radici della proposta sono tut- 
te reali . Siccome poi i' equazione (B) non può avere tutte le 
sue radi|pi positive, se noi} ha i segni de' termini alternativa- 
mente positivi e negativi ; quindi se non sarà p negativa, e 
/7'>4r , la proposta non potrà avere tutte le sue radici reali . 

Non siano adesso tutte positive le radici dell'equazione 
(B), ma alcuna di esse sia negativa; e siccome q^ è necessaria- 
mente positivo, bisognerà che le radici negative siano due . Se 
facciamo queste due radici negative := — é^^ , e — 4^^» , sarà 
4A:a=r— 4a» , 4A>=:— 4c* , cioè A:iza|/— i , Zcrcj/— i ; onde avre- 
mo j;=r— /->-(fl^-Hc)v/— I , x=— /— (a-Hc)j/— I , JF=/-H(a— e)}/— i , 
xz=l — {a^^\/ — i. Se adunque l'equazione (B) ha due radfti 
reali negative , le radici della proposta saranno tutte immagi- 
narie . 

Finalmente due radici dell'equazione {B) siano immagina- 
rie, cioè 4(^2— B2-f-a^5^/— i), e 4(^a— JS»— a>4i3|/— i) ; «a- 
là k'=zA^B[/^i ^ Ai=-^— 5|/— I, e quindi a;=— i^-a^, 
:ti=:— /— 2^, a:zz/-+-2Bp/— X, xzd — aJSJ/ — i, cioè la proposta 
avrà due radici reali e due immaginarie. Illustriamo tutti que- 
sti c^si con qualch' esempio. 

I. Sia data V equazione a:*— a5^^-4-6o^— 36=o , ovejf?=— aS, 
^=60, rzz-36 , e l'equazione {B) sarà m^- 5oi»*-i-769i»-36oo=o, 
le di ,cui radici sono tutte reali, e positive, cioè 9, i6, a5. 
Sarà dunque fc=| , fc=a , A=:J , e perciò a;zz— /-»-A-i-A"zi3 , 
a:r3— /— Af-A*:= — 6 , xzzMt^k^:^ , x=/-i-A'A=i , che sono le 
radici della proposta. 

II. Si abbia l'equazione a7*-f.3a?»— 6a7-i-io=o, e Tequaftiò- 
ne (B) sarà i»*-#-6;»*— 3i/w— Sószc, le di cui radici sono 4» — 1> 
—9, Quindi /=:i, a=:J, c^i , e perciò 

jK=-./H-(a-M?)j/-i=- iH-aj/-i , j:=-/-(a.*-c)j/-i=-i-2p/-i, 
af=/-i-(c— «)l/— I=l-f^/— I > J^=/-4-(a— c)j/— 1=1— |/— I . 

III. Sia finalmente proposta r equazione^* -a^*-4-i 6j:- 1 5=0, 
ed avremo m*—4'^>-i-64m—a56r=o, che ha per radici 4» 8|/— i, 
-^^/— I . Quindi £=1 , 4(^«— B^)=o, QA^Z-^izzOf/^i , cioè 



Digitized by 



Google 



jo4 ELEMENTI 

jt=zBzzi , e perciò jf=i— /-i-a>4=i , a;=— /— 2-4=;— 3 , 

Fino a questo punto sono giunti i Geometri nella ricerca 
della generale risoluzione dell'equazioni. Non si conosce finóra 
alcun metodo y che insegni ad esprìmere, generalmente le radici 
dell'equazioni del quinto grado o de' gradi superiori . La brevi- 
tà che ci siamo proposta non ci permette di entrare nell'esame 
de' diversi metodi, che sono stati tentati per la risoluzioivs dell'e* 
quazloni . Per istruirsi pienamente in questa materia convien 
leggere l'eccellenti Riflessioni sulla risoluzione algebrica delire" 
quazioni del Sig. de la Grange pubblicate nelle Memorie deW Ac- 
cademia di Berlino degli anni 1770 , e 177 1 . 

CAPITOLO XII. 

DM* eliminazione dell' incognite dall'equazioni 
de' gradi superiori. 

Àg- 

JTarlando dell'equazioni del primo grado abbiamo veduto spes- 
so accadere 9 che qualche problema dipende in modo da più in- 
cognite , che di tutte convien trovare il valore per ben riscriver* 
lo. Abbiamo quivi dimostrato» che il valore di tutte le incogni* 
tfe, e perciò la risoluzione del problema si può sempre ottenere, 
quando taùte sono l'equazioni quante l'incognite. Lo stesso 
mostreremo che succede per rapportò all'equazioni de' gradi su- 
periori trattando dell'eliminazione dell'incognite. Siano date 
pertanto le due equazioni 

rà j 1»»— I n w-^^a ^ i?i— 3 t*i 

y "^Ay '^By -»-Cy .... -♦-Izzo , 

V -^Ay -^oy -^^y . . * . -»-7^=o , 
ove i coefficienti ^, B, C, ec. A\ È ^C ,tt. contengono quan- 
tità cognite ed un'altra incognita or, e siano a , ^, e, </, ec. le 
radici della prìma equazione , o sia gli m valori di y espressi 
per xe quantità cognite, che ci darebbe la risoluzione della 
prima equassione. Siccome le due proposte/equazioni devono 
sussistete insieme , cioè i valori di y della prima' devono essere 
eguali a quei della seconda, se sostituiamo nella seconda in 
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luogo di y le quantità a, h^c^ dy ec. , avranno luogo tutte le 
m equazioni 

ec. 
e le radiri di esse ci daranno tutti ì valori di x , i quali fanno 
insieme sussistere le due proposte equazioni. Ma l'equazione 
nata dall' elim inazione di y deve contenere tutti i valori di x^ 
che rendono Tistesso nelle due equazioni il valore di j. Dun* 

?[ue l'equazione nata dall'eliminazione sarà il prodotto di tutte 
'equazioni (M) . Pare a prima vista che per eseguire l' elimina- 
zione sia necessario di coiioscere le radici a, &, c^ d, ec. della 
prima equazione, ma se riflettiamo ehe nell'equazioni (M) en- 
trano egualmente tutte queste radici , facilmente vedremo che 
il prodotto dell'equazioni (M) sarà composto di termini, i qua- 
li ($7, e iJ8) si potranno esprimere per i coefficienti A, B, ec. 
della prima equazione. 

Prendiamo per esempio ad eliminare jr dalle due equazioni 
del secondo grado 

Sostituendo nella seconda equazione le radici a e b della prim^. 
avremo V equazioni 

a^^A'a^B'=zo. 

b^^A'b^B'=o, 
e moltiplicandole insieme l'equazione 

a^b^^A'{ab»-M^b)^B\a^^'^)^A'^ab^A'B'{a^)^B'^=oMfi 
a^^-b='^A,ab=B,a^^^=A^^2.B,ab^-M*b=z^AB,a^b^=B^; 
dunque sostituiti questi valori l'equazione che nasce dall' eli- 
minazione di y sarà 

B^^AA'B^A^B^%BB'^A"'B^AA'B'^B'^=o . 
Daremo in seguito un metodo più facile per eseguire l'eli- 
minazione , ma intanto dimostrerefno il teorema seguente . Se 
l'equazioni proposte son tali, che le quantità A ed A' siano 
formule in x del primo grado, B e B' del secondo , C e C del 
terzo, e così in seguito, in modo che la somma dell'esponente 
. Tom. L . i4 
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di j e del massimo, di x sia in ciascun termine della prima 
equazione zz/tk, ed in ciascuno della seconda =/i, l'equazione, 
che nasce dall' eliminazione di j, sarà del grado mn. Per dimo- 
strar ciò si osservi y che in ciascun termine dell'equazioni (Af) 
V esponente della potestà di una radice insieme col grado del 
coefficiente di questa potestà è =/i. Quindi nel prodotto di tut- 
te l'equazioni {M)^ che sono m di numero^ ciascun termine na- 
scerà dalla moltiplicazione di m termini delle medesime equa- 

zioni , e la di lui forma QP^ » > > v ^^^k tale, che chiamato 

q il grado del coefficiente Q sarà y-4-r-*-/-»-^"->-ec.=:w/i . Ma se 

ir i' r" ec \ 
consideriamo il modo (37 e 38) , con cui le quantità P^ > > > •/ 

sì determinano per i coefficienti A^ JB, ec., facilmente vedremo 

che la quantità P^''' ^' ' '""'®^"^ è del grado w'-k-"-!. ec. Quindi 
ciascun termine dell'equazione nata dall'eliminazione, e perciò 
l'equazione stessa è del grado mn • 

Siccome le due equazioni proposte per l' eliminazione de- 
vono sussistere insieme , convien che abbiano un divisore comu- 
ne. Si applichi adunque ad esse il metodo che si usa per la ri- 
cerca del massimo comun divisore, e 8i giungerà in fine ad un 
residuo che non conterrà pia y. Questo residuo dovrà essere 
=0, perchè le proposte abbiano un fiaittofe comune, e sarà l'e- 
quazione stessa che nasce dall'eliminazione diy. E stato osser- 
vato , che questo metodo conduce spesso ad equazioni di un gra- 
do più alto del giusto per i fattori inutili, che le diverse opera- 
zioni v'introducono; perciò noi proporremo il seguente metodo,, 
il quale al pregio della facilità unisce quello di condurre ad 
equazioni del giusto grado . E perchè la via da tenersi più chia- 
ramente apparisca, incominciamo dall'equazioni del secondor 
grado, per passare in seguito alle altre. 

Siano adunque date le dgie equazioni del secondo gradp 

Ày^^Éy.^MizLO, 

e cerchiamo un'altra equazione, in cui manchi lay. Dalla pri- 
ma delle proposte moltiplicata per A* si sottragga la seconda 
moltiplica4;a per ^, e ne verrà l'equazione 

<i) (4'B^AB)y^A'C^AC=:o. 
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Ora d&Ua prima moltiplicata per Ay-^S si sottragga la secon- 
da moltiplicata per Ay-^B^ e ne nascerà 

(a) (AC'^AC)y'^MC^BC=o. 
Per mezzo dell' eqtiazioni (i) e {pk) si elimini j> e si otterrà l'e- 
quazione cercata 

\4'C^ACY'^A'B^AE){B'C^BC)=o , 
ove manca la y • 

Si abbiano adesso le due equazioni del terso grado 
^ y •-4.J? y»-4.CyH-Z?=o, 

Dalla prima moltiplicata per A si sottragga la seconda molti- 
plicata per y4 , e ne risulterà 

(i) {AB^AB)y^^AC'^AC)y^AD'^An=o. 
Dalla prima moltiplicata per Ay^^^B si sottragga la seconda 
moltiplicata per Ay-^B » e si avrà 
(a) {AC'^AC)y^^{AD'^An^BC^BC)y'^ED^BD'=o. 
Finalmente dalla prima moltiplicata per ^'y^-f-^B'j-i-C' si sot- 
tragga la seconda moltiplicata per Ay^^^By-^C , e ne verrà 

(3) (AD^AD')y^M^BD^BD)y^U:'D'^n^=o. 
Ora per mezzo dell' equazioni ( i ) , (a) , e (3) eliminiamo y ed y" , 
considerandole come due diverse incognite» nel modo seguente. 
Dall'equazioni (i) e (3) abbiamo 

d (A D^Aiy\^'^A'B^AB%aD'^D') , 

y^[jfB^AB%BD^BD'\^(AC^AC'){AD^AD') \ ^^ 
^ (A'C^AC/)(e'D'^D')^A'D^AD'){B'D^BD') . , , . 

~ (AB^AB'){BD^BD')^(A'C'^AC){AD^AD') ' »^""""* » 
quali valori nell* equazione (a), e tolte le frazioni avremo 

{AC—AC)^{CD-Cn)-fi(AC-AC)(AD'An){BD^BD') 
^(AD'^ADT-iA'B^AB){CD^CD')](AD^AD'^BC-BC) 
^AB^AB){BD^BD'y^o. 

Da quello che abbiamo detto si vede già abbastanza ciò che 
deve farsi per eliminare y dall'equazioni di qualunque grado; 
Questo metodo, che è il migliore di quanti ne sono stati finora 
immaginati, sì deve al Sig. Bézout. Chi ne desiderasse un più 
lungo dettaglio , consulti le Memorie delP Accademia delle 
Scienze di Parigi dell'anno 1764* Abbiamo supposto nell'equa* 
sioni trattate il medesimo grado; se lo avranno diverso, quell% 
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del grado più alto si potrà facilmente abbassare airinferìore. 
Per darne un esempio sia proposto di eliminare y dalle due se- 
guenti equazioni, una del quarto, e l'altra del secondo grado, 

Ay^-^B y-^-Czzo . 
Si prenda dalla seconda il valore di y* , e sarà y*= ^ , 

e quindi y'=: "^ . ^ , y^r: *^ — — , cioè sostituendovi 

il valore di y», y^— — "^ — -j- ^, i "quali valori di y* 

ed y^ sostituiti nella prima equazione ci daranno 

Questa equazione e la seconda delle date essendo adesso del 
medesimo grado, si potrà da esse eliminare la y col metodo 
precedente . 

Se avremo tre equazioni, e tre incognite ar, y , «, dalla pri- 
ma e dalla seconda elimineremo z^ ed avremo una equazione 
tra X ed y; un'altra simile ne troveremo eliminando z dalla pri- 
ma equazione e dalla terza, oppure dalla seconda e dalla terza. 
Trovate due equazioni tra a? ed y, se col loro mezzo eliminere- 
mo una dell'incognite, il valore dell' altra ci 'sarà dato dall'equa- 
zione risultante . E l'istessa maniera di operare tener si deve, 
allorché son date pia equazioni e più incognite. Ma è stato os- 
servato, che l'equazione finale trovata in tal guisa ascende ad 
un grado maggiore del giusto. Perciò un altro metodo di elimi- 
nazione ha immaginato il Sig. Bézouty che può vedersi nelle 
Memorie citate. Ma qualunque metodo si adopri, quando il 
grado ed il numero dell'equazioni va crescendo, il calcolo ne- 
cessario per l'eliminazione diviene oltremodo complicato, se la 
natura del problema non somministra qualche particolare artifi- 
zio, che ne abbrevj la fìitica. Quello, che deve avvertirsi, si è, 
che il calcolo in qualunque modo può sempre riescire : onde sì 
può concludere, ohe allorquando il numero dell'equazioni è 
eguale a quello delle incognite, queste hanno ciascuna un va- 
lore fisso e determinato. 

5o. 

Ora brevemente vediamo, comesi possano da qualunque 
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equazione eliminare le quantità radicali . Data per esempio. 
r equazione 

ponghiamoj/a^y^r, %/ ay^^z, ed avremo (i) aj;=2f— i, 

(2) ayzzx^y (3) ^^=2' . Eliminiamo adesso col mezzo dell'e-» 
quazioni (i) > (a), e (3) le incognite x e z^^A avremo una equa^ 
zione in y priva affatto di radicali nel modo seguente. So8tituia<p 
mo nella equazione (3) il valóre di z preso dalla equazione (i)^ 
ed avremo aj^=8a:'-i-iaiar*-i-6i^jr<-i-£' , e ponendo in queata il 
valore di x^zzay ricavato dall'equazione (ii) otterremo 

ay*=o^x^j-i-ia<2^j-i-0^*a:-*^' , e quindi ar=:-^^— g ~ : so* 

stituendo questo valore di x nella equazione (a) avremo finale 
mente l'equazione in y senza radicali 

Ciascun vede , che questo metodo si estende a ^utti i casi • 

CAPITOLO XIII. 

Del modo di trovare i fattori razionali 
dell* equazioni . 

5i. 

l^uantunque non si possa ottenere la risoluzione generale 
dell'equazioni di un grado più elevato del quarto, se però una 
equazione di qualunque grado avrà radici razionali, queste si 
potranno sempre facilmente trovare. Poiché essendo l'ultimo 
termine T dell' equazione 

ove tutti i coefficienti son numeri interi, eguale al prodotto di 
tutte le radici , la radice intera sarà compresa tra i divisori 
dell'ultimo termine; né può succedere che questa equazione 
abbia una radice razionale fratta • Suppongbìamo intatti che 

una di lei radice sia t-, essendo questa frazione ridotta ai mini- 
mi termini, e sostituendo avremo 
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J"- J"^^^ "« — * 

f— H^f^ H-Bl— ^4-Hfco, 

e quindi -"^-^ Aa^^^Ba^H.... ■^ai^ Vt^^ ^ ^ 

Ora essendo A, B, * . . . S, T^a^ b numeri interi, anche il nu- 
meratore del secondo membro di questa equazione sarà un nu- 

m 
mero intero, il quale se chiamiamo/?, avremo — =:--.^ — cioè 

m ^ 

-^z^; lo che i impossibile : poiché essendo -r- una frazione ri- 

m 
dotta ai minimi termini, anche zL sarà tale, né potrà mai esse- 

re eguale al numero intero p . Quindi una equazione , che ab- 
bia tutti i suoi termini interi , ed il coefRciente del primo egua« 
le alP unità , non può aver mai per radice una frazione razio« 
naie . 

Quando adunque vogliamo cercare le radici razionali, dob- 
biamo primieramente liberare dalle frazioni l'equazione propo- 
sta; lo che faremo ponendo ^r=^ , e qrz al prodotto di tutti i 

denominatori diversi de' di lei termini . Poi prendendo tanto po- 
sitivamente che neaativamente i divisori dell'ultimo termine ^ 
dobbiamo sostituini in luogo di j nella equazione data; e se 
alcuno di essi vi soddisfarà, sarà una radice dell'equazione, se 
non si troverà alcuno che vi soddisfaccia , potremo esser certi 
che l'equazione data é priva dì radici razionali. 

Si abbia per esempio l'equazione del terzo grado nel caso 
irreducibile x* — 70^-4-6=0: i divisori dell'ultimo termine sona 
I , a , 3 , 6 , de' quali tre soddisfanno alla proposta , cioè i , a , — 3 ^ 
e sono perciò le di lei radici . 

Quando l'ultimo tcsrmine della proposta ha pochi divisori ,. 
le radici razionali si trovano speditamente: ma se l'ultimo ter- 
mine ha molti divisori, si rende necessario l'aver qualche rego**^ 
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la, che insegni subito a rigettare i divisori inutili, ed a ritener 
quei soli, che possono soddisfare alla proposta. Abbia l'equa**' 
zione data una radice razionale a , e sia perciò della forma 
(a:— a)f^=:o, e il numero a si troverà tra i divisori dell'ultima 
termine. Adesso posto j-hi in luogo di x T equazione diventerà 
(j — a'^ì)P'zzOy e questa avrà la radice a— i , che sarà compresa 
tra i divisori dell'ultimo termine, il quale si otterrà ponendo 
nel primo membro della proposta j:=j (^9) • Similmente se fac- 
ciamo x=z— I , una radice dell'equazione che ne risulta sarà 
— ff^Hi , e sarà uno dei divisori del numero in cui si cangia la 
proposta facendovi jg=— i • Di qui discende la regola che inse* 
gna a riconoscere i divisori inutili: posto nel primo membro 
della proposta x^zì , o, — i , ne vengano i numeri Q, Q\ Q", 
e sia a un divisore del numero Q' ; acciò questo numero sia una. 
radice della proposta, bisogna che tra i divisori di Q sì trovi il 
numero a— i , ed il nuohero a^^i tra i divisori di Q", Se queste 
due condizioni non hanno luogo, il divisore a si deve rigettare 
come inutile; tutti i divisori poi sì devono prendere a conside^ 
rare tanto positivi che negativi. Venghiamo agli eseropj. 

I. Si abbia in primo luogo l'equazione 
«♦— i4j?'-h7I^*— i54j'-i-iao=:o. Facendo x=:i, o, -^^i, avre*» 
roo 0=2^4 > Q'^iS^o, Q'':;zò^Q, ì diyisori de' quali numeri sono 
quei che seguono. 

<?= a4 \ i,a,3,4,6,8,ia,a4. 

Q'=:iao f 1,2,3,4,5,6,8,10, la, i5,ao,a4,3o,4o,6o, lao. 
Q"=:36o 4 /,a,3,4,5,6,8,9, io,ia,i5,i8,ao,a4,3o,36,4o, 
J 45,60,73,90,120, 180, 36o. 

Adesso tra i divisori di Q' rigetto l' unità , perchè in Q non vi 
è o; ritengo il a, perchè in Q vi è 1 , e 3 in Q"; così pure ri- 
tengo i numeri 3,4^5, perchè in Q vi sono i numeri a, 3, 4» 
ed i numeri 4> 5> 6 in Q", e rigetto tutti gli altri. Prendendo 
poi i divisori negativamente, e rigettato — i , ammetto —a, e 
—3, perchè in Q si trova.— 3 e — 4> ^d in Q" s'incontra — i e 
—a . Rigetto — 4> perchè in Q non si trova —5; e nell'istesso 
modo ammettendo — 5 rigetto tutti gli altri . I divisori da ten- 
tarsi sono dunque i numeri a , 5 , 4 . 5 , — a , —3 , —5 , tra i qua- 
li i negativi non soddisfanno alia proposta, i positivi poi tutti 
Ti soddisfanno^ e sono perciò le di lei radici. 
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II. Si prenda Tequazìone a:»— '^ar-Hi4=o , e sarà Qzti^» 
Q'=:i4, Q"=i6, de' quali numeri i divisori sono i seguenti: 

ifl ) I, a, 3, 4, 6, la. 
i4 > 1, a, 7, 14. 
16 ) I9 a, 4) 8» 16 • 

Due soli divisori del 14 cioè 7 e —a godono delle necessarie 
condizioni; sostituiti però nell'equazione noiì vi soddisfanno, 
end' essa non ha alcuna radice razionale. 

Sa. 

Quantunque peto una data equazione abbia tutte le radici 
irrazionali, può succedere "che ammetta divisori razionali del 
secondo grado, del terzo, ec. Rappresenti a? ^-i-/»a:-wi:=o un di- 
visore razionale del secondo grado , e per esso si divida la pro- 
posta: si giungerà ad un residuo della forma Mx^^N, il quale 
dovrà andare a zero indipendentemente dal valore di j:, perchè 
la divisione si faccia esattamente. Avremo perciò le due equa- 
zioni M^zo, iViiro date per m, ed n, e se da queste eliminere- 
mo n otterremo una equazione' in m. Si cerchino le radici razio- 
nali di questa equazione, e se prese per m ci daranno un valo- 
re razionale anche per n , ne risulteranno altrettanti fattori ra- 
zionali della proposta . 

Sia data per esempio l'equazione a:*— 3jr«-i-iox — 6rzo , del- 
la quale si debbano cercare i divisori razionali del srcoodo gra- 
do. Si divida il primo membro della proposta per or *-+-/» j^-hi, 
e si giungerà al residuo (lO-Ha/wn— /»»-4-3/»)ar-i-/»*— «*/»-h3«— 6. 
Quindi avremo le due equazioni 

m • — a/w/i— 3/w— 1 0=0 , 
»•— /w*fi-4-3/i— 6=:o , 
ed eliminando n T equazione 

«•— 6w*-i-33/n*— loo^zo. 
Le radici razionali di questa sono a e —a , i quali valori sosti- 
tuiti nelP equazione m»— am/i— 3/7i— it)=r o ci danno /i=— a, ed 
m^i. Dunque la proposta ha i due divisori razionali 
ar*-i-aj:— a=o, x* — ax-i-3=ro. 

Dalle cose precedenti facilmente si comprende, guai me- 
todo usar si debba per trovare i divisori razionali del terzo gra-* 
do, o de' gradi superiori. 



Digitized by 



Google 



D' ALGEBRA P. L ii3 

53. 

Di sopra (34) abbiamo dato il metodo per trovar la radice 
quadrata del binomio a^^i/b ; passiamo adesso alla ricerca del^ 
la radice qualunque di questo binomio» allorché è possibile. 
Sia primieramente m un numero dispari» e la radice ot.«"™* del 
binomio a-^^b sarà» quando è possibile» della forma 

{30'¥\/y)\/ ky poiché qualunque altra forma si assuma , inal- 
zata alla potenza m conterrà più di un radicale » e perciò non 
potrà essere eguale alla quantità a^^h. Sia dunque 

l/^(a-f^ft)==(xH-l/y)|^A, ed elevando questa equazione al- 
la potenza m avremo 

Ma siccome devono essere eguali tra loro separatamente le 
quantità razionali e le irrazionali » avremo 

(i) acikìx -H— 2 'X y-«-ec. j 

/^v . yi L, > / w— I m(w— i)(m — a) w— 3 , \ 

Quindi apparisce» che sarà ancora 1 >^(<»--V^i)=i(^--|/y)l/^A"> 

perché da questa elevata alla potenza m sì ricavano le medesi- 
me equazioni (i) » e (a) . Si moltiplichino tra loro le due radici 

TX{aj^b) » r/^(a— l/*) > « " otterrà ly^'i^r—zzx^^y , onde 

acciò la quantità x>— y sia razionale» cioè affinché aH-|/^i libbia 

una radice della forma (^-H/'y)|y^A;» conviene che sia 

una potenza iti.^*'™*. Si prenda adunque k in modo» che soddi- 
sfaccia a questa condizione» ed é sempre possibile di avere un 
tal valore di k » perché se non se ne trovano altri » si può pren- 
:±:m-Hi 

dere Az:(aa— i) * . Fatto ciò sia ^^^=(?'", ed avremo 

Tom. L iS 
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5=sr>— «, e sostituito questo valore l'equazione (i) diventerà 
(3) a=A(x'"-H2±^*'^V._c)+ec.), 

« le radici ragionali di questa equazione, se ne* ha, ci daranno 
il valore di x; onde poi si dedurrà quello di y=ia?*-^, e quin- 
di la radice cercata (xiiq/j) y^A:. Inalzando questa radice al- 



la potenza m, e paragonandola con la proposta a4-(/^i vedremo 
quale de' due segni -h o — si debba prendere. 

Si debba per esempio estrarre la radice cubica dal binomio 

i-H— l/ai : avremo a^i, l/fcs— p/ai, e fc= — , e quindi 

. = r^, che sarà un cubo se si prende A:s:i, e perciò 

c^^-q-* Sostituiti questi valori l'equazione (3) diventerà 

4^'-4-a>- i=:o, la quale ha una radice razionale ^^.Saràdun- 

que arsi—, y^---»--5-=z-^=:-Tr, «la radice cercatarz — H-ri/^ai. 
* a «^ 4 3 la o6' a 6*^ 

^"^ Sia proposto in secondo luogo di estrarre la radice cuLica 

dal binomio immaginario —3-4- — j/— 3. Avremo a=2— 3» 

*=^^ ' ^=-^=3TP°°*°^*^ *=» , e perciò c=|. Ora 
l'equazione (3) diventa 4^*— 7a:-i-3=o, le di cui radici sono —, 

I, — — ; i valori di y saranno perciò , — 4-, — — , ed il 

binomio proposto avrà le tre radici cubiche -r —j|/— 3 , 

i-hJ|/-3,-Ì-i.-h/-3. 

Sia adesso m pari =2/1 , e potremo supporre |> (a-f|/A) 
==(|/^"+i/y)|X ** poiché elevando questa quantità alla poten- 
za an, essa non conterrà che un solo radicale [/xy^ e T equa- 
zione (j) sarà in questo caso 

(4) azzklx -♦- — ^ 'X y-t-ec. 1 . 
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Dovrà dunque essere 1/ =j:— y, e quindi acciò x èà y 

siano razionali, converrà che sia la quantità una potenza 

an.<*ùna . onde una condizione necessaria si è , che a*— ^ sia un 
quadrato y perchè tanto ft" che la frazione ^.^ è un quadrato. 

J^osto ciò si cerchi per k un numero tale , che diventi una 

potenza e ; e ciò sarà sempre possibile, perchè si può prende* 

re A3q/'(a«— i), e fc=(/^(a*— J)""'*^', se non si trovano altri 
valori di k più piccoli di questi . Adesso avremo y=x-^, e so- 
stituendo questo valore nella equazione (4) otterremo T. equa- 
zione 

{Sy a=dt(:.»*22i^x'»-'(x-«)*ec. ) , 

le radici razionali della quale ci daranno 1 valori cercati di x. 

Si voglia per esempio la radice quarta del binomio i4h-8|/^3 ; 
avremo az=i49 fcriga, e «•— fci:4> ^^^ ^ ^"^ quadrato . Per ren- 
dere ■ ■ ■ ^ una quarta potenza prendiamo &= — » ed avremo 
c^z^ e l'equazione (S) diventerà x^ — 207^3=0, che ci dà jr=:3. 
Onde y^\ , e la radice cercata sarà klf^- 



V' 



CAPITOLO XIV. 

Ricerca delle radici delP equazioni 
per approssimazione . 

54. 

JLxbbiamo detto che le radici irrazionali dell'equazioni al di là 
del quarto grado non si sapevano finora generalmente esprime- 
re. Per rimediare a questa mancanza, di quelle radici, delle 
quali il valor vero conoscer non potevano, hanno procurato i 
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Geometri di ritrovare il valore cosi al vero prosdimo, che Ter- 
!rore commesdo fosse di qualunque data quantità minore . N^U'e- 
sporre questa Teorìa cercheremo in primo luogo il numero in- 
tero p prossimamente minore di ciascuna radice » in modo che 
]a radice cada tra i numeri p^ e /m-i , il qual numero p si chia- 
ma il limite della radice: poi trovato questo limite ci accoste- 
remo semprepiù al vero valore della radice. E qui considerere- 
mo per ora soltanto le radici positive e disuguali , perchè delle 
uguali parleremo a parte, e perchè posto nella equazione —a? in 
luogo di X le radici negative si cangiano in positive. Onde esa- 
minate prima le positive, per ottener le radici negative porre- 
mo — X in luogo di a:, e cercheremo le radici positive dell'equa- 
zione che ne risulta. Tutta questa Teoria, che siamo per espor- 
re, si deve al Sig. de la Grange. 

Se due quantità sostituite in luogo dell* incognita rendono 
il primo membro di una equazione di segno diverso, abbiamo 
veduto che una radice è contenuta tra quelle quantità . Da que- 
sto principio dedurremo il modo di trovare i limiti delle radici • 
E primieramente convien riflettere, che se si sostituiscono 
nell'equazione due quantità je? e ^, delle quali la prima sia mag- 
giore e la seconda minore di una radice a, e sìa inoltre/; — q mi- 
nore di qualunque delle differenze tra a e le altre radici 6, e, 
rf, ec. , le. quantità che risuhano da queste sostituzioni avranno 
segni diversi. Poiché queste quantità son le seguenti; 
(/E?— a)(/?-^)(p--c)(p— rf) ec. 
(y--a)(y-*)(y-c)(y-rf) ec. 
Ora/?— a, e ^— a hanno segni diversi, e gli altri fattori />— i, 
p — e , ec. hanno il medesimo segno de' fattori corrispondenti 
jT— i, y— .e , ec. ; infatti se due di essi , come/>— i, y— i, avesse- 
ro segno diverso, la radice h sarebbe compresa tra/; e ^, lo che 
è contro l'ipotesi. Dunque ec. 

Quindi se sarà r la più piccola tra le differenze delle radi- 
ci, e si prenderà Azi, o <r, poi in luogo di x si sostituiranno 
nel primo membro dell'equazione i numeri o, 4* 2A, 3A, 4A, 
5A, ec. , le quantità nate da queste sostituzioni formeranno una 
serie, nella quale vi saranno tante variazioni di segno, quante 
radici reali, positive, e disuguali avrà la proposta. Se l' equa- 
zione data ha una sola radice reale positiva, o più radici che 
differiscano tra loro di più dell'unità, in tal caso ai po^rà &r^ 
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A^^i , cioè si potranno sostituire in luogo di ^ i numeri natu* 
rali Oy i , ^f i, ec. Ma se la proposta ha più radici positi ve^ 
le differenze delle quali siano minori dell'unità , allora si deve 
fare A<i , ed insieme minore o eguale alla più piccola differen- 
za tra le radici . Tutto l'affare adunque si riduce a trovare qual 
sia la minima tra le differenze delle radici dell'equazione data. 

55. 

Proposta perciò l'equazione 

(B) x"'^Ax'^^^Bx'^*-Cx"^Kdx"^^. . . . =0 , 
cerchiamo un'altra equazione , ove l'incognita u sia eguale alle 
differenze tra le radici della proposta. Siano a, b^ Cy ec. le ra- 
dici dell'equazione data; i valori di u saranno a— &, ii-''<)^ ec. , 
£— a, i"— e, ec. 9 c-^a, e— iy ec. » i quali, com'è chiaro, saranno 
ii{(i7i— i) di numero» e due qualunque di essi saranno, eguali e 
di segno contrario. Quindi l'equazione in u sarà priva di tutte 
le potestà dispari di Uj dovendo essa rimaner la medesima , se 
invece di u vi si pone — i«: e perciò se faremo u'=;j, ed 

- — zzn^ la risultante equazione sarà della forma 

y''^A'y'^'^Bfy"^*^Cy'^K ec. =0. (D) 
Per trovar questa equazione, supponghiamo che x* espri- 
ma una radice della proposta diversa da quella che rappresenta 
Xy e sarà similmente 

tin jÈ rWi— I D fin— «a g^ riw— S 
X '^Ax *4-xja: — Cx -h ec. zzo , 

E siccome u esprime la differenza tra le radici della proposta, 

sarà x'^^ix^k^y sostituito il qual valore nell'ultima equazione ^ 

ne nascerà 

P-HQ«M-ai«-HSa«-fr- ec. zzo, (ilf) 

ove sarà (39) 

J^=a7 — ^a? -hjBjt — ec. zro 

Q=/Hx'^'-('«-0^^'"""''-^('»-*)fi^'""''--ec. 

a a 

ec. 
Quindi l'equazione (M) divisa per u diventerà 
Q^Rsi^u^-^ ec. 1=0 . 
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Col mezzo di questa equazione e della proposta eliminando a? 
avremo una equazione in u^ nella quale se faremo ti'=:jy otter- 
remo la cercata equazione (JD) . 

Ma siccome questa eliminazione presenta molte difficoltà , 
3 coefficienti della trasformata (D) si troveranno più facilmente 

nel modo seguente. Rappresenti P^ ' la somma delle potenza 
r.«»«« delle radici della proposta, e sarà (87) 

P =A 

PS^^=zAP^fiB 

P^^^=AP^^^^BP^3C 

ec. 

Inoltre esprima Q^ ^ la somma delle potenze r. delle radici 

della trasformata (JD), cioè la somma dei binomj (a-— £)^'' 

(a— e) , ec. (i— c)^'^ , ec. , e facilmente si vedrà che il valore 

di Q^ ' conterrà prima le potenze ar. delle radici della prò- 
posta moltiplicate per m— -i, percliè in /tz— i binomj è compresa 
ciascuna di queste radici , poi la somma dei termini della forma 

a *~ 4 moltiplicati per-*-ar, i termini della forma a "" A 

moltiplicati per .^iillZlL', quei della forma a^'^ b^ nioltipli- 

ar/ar^*i)(ar— a) . . . ^-i j 

cati per — ^-i ^ -', e così in seguito. Onde sarà 

^ar(ar^i) . . . (rn-i) P^^'""^ 



a . 3 . . . r a 

e «ostituendoTi i valori di P^*^' » ^^ , p(»'^*»*), «e. (38) 

a «-«5 . • • r a 

V a a . d "a, a. 3 . , . r / 

Ma la quantità» che nella seconda linea moltiplica -hP^ ^^ > è 
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eyiden temente =— !-^ — - -i-i=:i ; dunque avremo 

ar(ar^i)(ar^a) . . . fr-Hi ) -^ • ^ 

^ a. 5 r a 

ove neir ultimo termine si deve prendere il segno -»- se r è pari , 
ed il segno — se r è dispari . * 

Determinati i valori delle quantità Q , Q^«^ , Q^*^ , ec, i 
coefficienti A' y ^,C'»ep. della trasforpi.ata (D) saranno dati 
dalle formale seguenti. 

C--. 3 

ec. * 
Dai coefficienti adunque della proposta si troveranno pri- 
mieramente i valori di P, p'^% P^ • • • • P^^^' ; poi*da essi i 

valori di Q, (^^^ , (^^\ .... (^^^ , e da questi finalmente i coef- 
ficienti A\ B'y C\ ec. Qui poi gioVa il Riflettere, che l'equa- 
zione (JD) sarà la medesima, se tutte le radici della proposta (B) 
si accresceranno , o si dimitiuiranno della medesima quantità. 
Onde se dalla proposta si toglierà il secondo termine, l'equazio- 
ne (D) sarà la medesima, ma si determineranno più facilmente 
i di lei coefficienti • Poiché allora sarà Azzo^ e perciò 

P<»)=SC, "^ 

Pi^)^z^BP^^y^4D, Q^»)=ywPCe)^i5P<>>.PC*)--ao£!!!l^\ 

a 
ec.. ec. 
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C. —^ 

ec. 

Per far T applicazione di ciò che abbiamo detto a qualche 
caso particolare, 

I. Sia proposta l'equazione ^•—•ajr—Srro, e si voglia tro- 
vare la trasformata in y. Sarà nKZz3, onde n^ — ^ 'zzi, 

Azzo, ifcr— a, G=5; quindi P=o, P^^>;=4» P^*>=i5, Pt*>=8, 
JP<'^>=:5o,P<«)=9i; Q=ia, Q^»>=7a, Q^»)=— 1497; ^— ia, 
JB'^36, C'=— 643: e perciò 1* equazione cercata sarà 
y »^— I ay*-4-36j-#-643=o . 

II. Sia data r equazione ^*—7rr-i-7:=o. Sarà ncz^y A:so , 
Bzz-^I.Czzr^lx ondePtzc, PtO=i4, P^'>=— ai, P<*)=98, 
P<*>=— a45, P<«)=833; Q=z4a, Q«>)=88a, Qt»)=i8669, 
^'=4^, ^^=44'.> ^'=499 ^ l'equazione richiesta sarà 

y »— 4ay«-i-44J J— 49=0 . 

III. Finalmente si abbia l'equazione «♦— 4**"*"4^"*''~^ • 
Sarà 7K=6, ^=0, fi=— 4t C=-4, i>=— i ; Pi=o , P^*)=:8 , 
P^Ozs-ia, P<*>=36, P<'>=— 80, P(«)=aoo, P^»)=r-476, 
P^O— 11S6, P<«>=— ;*784, PC»<^>=67a8, P^» ')=— j6a36 ^ 
P^'«>=39ao4; Q=3a, Q^»>=336 , Q<^)=368o, Q<*>=4ioMr 
Q^ »>=46Sa3:» , Q< OsrSaSopoo ; o^de ^'=?3a, J?'=344, C'=i 3ia, 
^'=784, ^'zriaS, Fzoo\ e T equazione delle differenze in y 
sarà perciò 

y ♦-.3^»^344j4-.i3iay*-i-784y»— ia8y=o . 

56. 

Siccome le radici dell'equazione {D) sono i quadrati delle 
differenze tra le radici della proposta (jB) , se l'equazione {D) ha 
tutti i suoi termini del medesimo segno (nel qual caso non può- 
avere alcuna radice reale positiva) le differenze delle radici 
dell'equazione (jB) saranno tutte immaginarie: e perciò questa 
equazione o avrà una sola radice reale, o piii radici reali tra 
loro eguali. Di questo caso parleremo in appresso, in quello 'è 
chiaro che possiamo fare A=i . 
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Se l'equazione (B) ba uno o più paja di radici eguali, l'e- 
quazione (D) ha uno o più valori di j=:o , ed è perciò o una o 
più volte divisibile per j. Fatta questa divisione, quando oc- 
corre, sia l'equazione che ne risulta disposta nel modo se- 
guente : 

ove r<fi, o r:=» se niun valore di j è =0 . Facciamo y=— , ed 
avremo l'equazione 

In questa equazione (i^ si cerchi il limite /delle radici positi- 
ve (40), e sarà / maggiore di tutti i valori positivi di js, e quin- 
di -— minore di tutti i valori positivi di —, cioè di y , cioè di uK 

Sarà perciò — . minore di qualunque valore di u , cioè minore 
di qualunque differenza tra le radici della proposta. Ed ecco 
trovato il valore di A, cioè ^c=z, o <-7-' o sia se A; è il numero 

intero prossimamente maggiore di i/'/^ A=:-^ . Onde se k^i, 

sarà A=:i , e potremo sostituire la serie o, i, a, 3, ec. in luo- 
go di a?. 

Negli altri casi, quando k>i , si devono sostituire nel pri- 
mo membro della proposta i numeri o> T » T • 7: » ®®- > ® 1® 

quantità, che ne risulteranno, formeranno una serie, ove tante 
saranno le variazioni di segno , quante sono le radici reali, po- 
sitive, e disuguali della proposta. Nel medesimo tempo cono- 
sceremo il numero intero più prossimo a ciascuna radice: siano 

infatti -7- ed ^-^ due numeri, che sostituiti nell'equazione 

hanno dati resultati di segno diverso, una radice sarà compresa 

tra -r ed — r-» « perciò il numero intero prossimamente mino* 

re di -^ è il valor prossimo intero di questa radice . Qui poi si 
Tom. L 16 
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osservi , che se qualche sostituzione renderà il primo membro 
della proposta eguale a zero, la quantità sostituita sarà una ra- 
dice esatta della proposta . Del resto il numero di queste sosti- 
tuzioni sarà sempre finito ; poiché la quantità da sostituirsi non 
può esser maggiore del limite delle radici positive della propo* 
sta, giacché tutte le quantità maggiori di questo limite danno 
resultati positivi. Onde se chiamiamo A questo limite, il nu- 
mero delle sostituzioni da farsi sarà al più =dkA. Siccome poi la 

sostituzione delle frazioni T > T » T' ®^' * assai incomoda, tor- 
nerà meglio di porre subito nella proposta -r- in luogo di :r , e 

sostituire nella trasformata i numeri 0,1,2,3, ec. fino al li- 
mite delle di lei radici positive: le radici della proposta cade- 
ranno tra quei due numeri consecutivi divisi per A, i quali da- 
ranno risultati di segno contrario . 

57. 

Fin qui abbiamo parlato delle radici reali e disuguali , di- 
ciamo adesso qualche cosa dell'eguali, e delle immaginarie. E 
primieramente se la proposta ha radici eguali, l'equazione (JD) 
sarà tante volte divisibile per y, quante sono le combinazioni 
di due delle radici eguali ; onde dalla forma della trasformata 
(D), si potrà subito vedere, se la proposta contiene più radici 
eguali. L'equazione (B) abbia pertanto r radici ^:a, e si molti- 
plichi per la progressione aritmetica degli esponenti de' suoi ter- 
mini, in modo che ne nasca l'equazione (^')=:o. Siccome le ra- 
dici della prima equazione sono limiti delle radici della secon- 
da (44) > ''""^ radici dell'equazione (jB'):=o saranno comprese tra 
i limiti a ed ay cioè saranno =ra. Similmente se l'equazione {B) 
ha 5 radici =A, l'equazione (5') avrà 5—1 radici =:&. Se adun- 
que si cerca il massimo comun divisore dell'equazioni {B)jb {B^; 
questo conterrà i fattori eguali della proposta , ma elevati ad 
una potenza minore di uoa unità. Sia R questo massimo co- 
mun divisore, e {B") il quoziente di (JB) diviso per R; l'equa- 
zione (fi"):=o conterrà tutte le radici medesime della proposta, 
ma le radici multiple di questa saranno diventate semplici 
nell'equazione (jB")=o, la quale perciò si potrà trattare con i 
metodi precedenti. Si possono ancora ottenere due diverse equa- 
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etoni, Tina delle quali contenga le sole .radici eguali della pro- 
posta, e l'altra le sole disuguali. Si cerchi il massimo comun 
divisore di (B') e (jB"), e fattolo =JR', sia {B"') il quoziente di 
(J3") diviso per R , l'equazione (B"')=io conterrà le sole radici 
disuguali della proposta , e l' equazione Rzzo le sole radici 
«eguali, e ciascuna di loro presa una sola volta. L'equazioni 
i?'=o, e {B'")zzo ammettono i metodi precedenti . 

Per .dilucidar questa Teoria con un esempio , sia data l'e- 
quazione 

{B) 0?»— 7X«-i-ica?*«4-38a?*— i55a:"-*-aaia?"— i44^p— 36=^<^> 
la quale ha tre radici S=i , due 1=2, e le altre disuguali 3, e —3. 
Si moltiplichino tutti i termini per gli esponenti dell'incognita 
in modo, che ne nasca l'equazione (È') 

e questa equazione (B*) ha due radici m , ed una =2 . Si cer- 
chi il massimo comun divisore R dell'equazioni {B) e {B'), e 
sarà 

/fc=a:»— 4^*-i-Sar— a , 
e l'equazione R^o ha due radici =1 , ed una =a, cioè ha i ^ 
fattori eguali della proposta, ma questi elevati ad una potenza 
minore di una unità. Sia {B ) il quoziente di (B) divisa per jR, 

^B")=i:jr*— 3a:*— 7a;«-i-a7x— 18, 
e le radici dell* equazione (jB")=:o sono 1 , a, 3, —3, cioè quel- 
le medesime della proposta, se non che le multiple son diven- 
tate semplici. Si cerchi adesso il massimo comun divisore R' 
dell' equazioni {B') e (5") , e sia inoltre {B'") il quoziente di {ff) 
divisa per ^'; 

R' =ar"— SJcH-a 

le radici di /2'zro sono 1 e a, quelle di (5'")=:o sono 3 , e —3, 
cioè la prima equazione contiene le sole radici eguali , e la se- 
conda le sole disuguali della proposta. 

•58. 

Dopo di aver trovate tutte le radici reali tanto disuguali 
che eguali, se vediamo che il loro numero è minore del grado 
dell'equazione, ne concluderemo che le altre radici sono imma- 
ginarie. Acciò l'equazione (J3) abbia tutte le sue radici reali, 
bisogna phe t valori di u sieno anch' essi reali , ed i valori perciò 
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di u^izy reali e positivi ^cioè che F equazione (D) abbia tutte le 
radici reali e positive . Se dunque l' equazione {JD) non ha i se- 
gni alternativamente positivi e negativi , la proposta avrà senza 
dubbio qualche radice immaginaria. Ora le radici immaginarie 
sono sempre in numero pari , e due qualunque di esse sono del- 
la forma a-4-/?|/'— i , a — ^j/'— i ; sarà perciò i/zTa/Jj/— i , ed 
yizr^i^^ : dal che apparisce che la trasformata {D) ha tante ra- 
dici reali negative, quante coppie di radici immaginarie si con- 
tengono nella proposta. 

Quindi se facciamo ;y=s— f , l'equazione (jD) ai venterà 

(G) «V^'t'^V5'i'*-*.*^t'^Vec.=o, 

e questa equazione (6) avrà tante radici reali positive, quante 

coppie di radici immaginarie sono nella proposta. Siano dunque 

r', t", t"', ec. le radici reali positive dell'equazione (G), ed i 

\/t! i/t" i/^'" 

valori di j? saranno!— , i- — , ÌL. , ec. Per conoscere adesso 

^ 2 s^ 

ì valori di a sì Sostituisca nella proposta a^i/^-i in luogo di 

• ar, e paragonando tra di loro separatamente i termini reali, ed 

immaginar] > otterremo l'equazioni seguenti, 

a -4-Jra H-Qa -i-ec. =0, .rr\ 

_^m— I OT-r—a m— 3 ^ ^ ' 

mck ^^pa -i-^a -i-ec. =zo, 

ove i coefficienti P, Q, ec. /?, y , ec. sono composti delle quan- 
tità Af Bj C, ec. e dì I?. Ora se diamo a ^ uno dei precedenti 
valori, l'equazioni (H) devono aver luogo insieme, e perciò 
avranno qualche divisore comune. Si cerchi adunque il loro 
massimo comun divisore, e questo eguagliato a zero ci darà una 
equazione, per mezzo della quale conosciuta /?» si conoscerà a . 
Qui però si rifletta, che se tutti i valori di ^ sono disuguali , a 
ciascun valore di ^ corrisponderà un valore di « : e .perciò l' e- 
quazioni (H) avranno in questo caso una sola radice comune, o 
sia il loro divisore sarà di primo grado . La divisione adunque 
si deve allora continuare, finché si giunga ad un residuo, in 
cui a abbia un solo grado, e questo residuo eguagliato a zero 
ci darà il cercato valore di a. Ma se due valori di § sono egua- 
li, come a questi valori eguali possono corrispondere due valo- 
ri diversi di a, conviene allora proseguire l'operazione fino ad 
un residuo di secondo grado per rapporto ad a, il quale ugua- 
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gliato a zero ci darà i due cercati valori di a. Si deve tenere 
una regola simile ^ se i valori eguali di ^ sono in maggior nu- 
mero . 

59. 

Conosciuto il lìmite di ciascuna radice , conyien partirsi da 
esso per accostarsi più da vicino al vero valore della medesima 
radice. Sìa data l'equazione 

Ax -i-jBa? "" -f-Cj? "" -4. ec. =:o , (a) 
e sìa j9 il limite di una delle sue radici , cioè sia x^p, ed xKp-^i. 

Si faccia a:=5M— -, e sostituito questo valore Tequazione ordi^ 

Bata per y diventi 

Essendo adunque — X), e <i , sarà y>i\ onde Tequazione (ft) 

avrà una radice reale positiva maggiore dell* unità. Quindi col 
metodo precedente si cercherà il valor prossimo intero di que- 
sta radice, il quale si dica q. Si ponga y=:jr-H—9 e l'equazione 
(£) diventerà dopo questa sostituzione 

^"z'"-H5"z'^'.^"«'^Vec. =6, (e) , 
la quale ha una radice reale maggiore dell'unità, il di cui limi- 
te se si chiama r, e si pone di nuovo z=r-»- -* , si otterrà un%. 



u 

nuova equazione in u , che avrà anch'essa una radice maggiore 
dell'unità, e così in seguito. Operando nella medesima manie* 
ra ci accosteremo sempre più al vero valore della radice . Ma se 
alcuno de'numeri j9, q^ r, ec. sarà una radice esatta della corri- 
spendente equazione , allora sarà o oc^sip^ o ys=?» ec. , e l'opera- 
zione sarà terminata, ed il valor della radice riescirà commen- 
surabile. Negli altri casi il valore della radice sarà irrazionale, 
né potremo conoscerlo che per approssimazione . 

Ciò che abbiamo detto di una radice, si deve applicare a 
tutte le altre: trovati cioè i limiti p,iP' yp"^ ec. di ciascuna , ce 
ne dobbiamo servire per conoscer più da vicino il valore di es- 
sa. Ma qui devono osservarsi alcune cose: se i numeri/?, p\p^\ 
ec. sono tutti diversi , le trasformate (^), (e), ec. non avranno 
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^he una sola radice maggiore dell' nnità ^ perchè se alcuna di es- 
»e, per esempio (i), avesse due radici reali j' , j", maggiori 

deir^unità, sarebbe a;=y-4--;, j;=y-4-— ;y, cioè due valori di x 

avrebbero contro F ipotesi il medesimo limite/?. Ne segue, che 
per trovare i limiti delle radici in quest'equazioni (i), (e), ec. 
basta allora sostituire i numeri naturali in luogo delle iucogni- 
te j, ìe, ec. (54)9 finché due sostituzioni contigue diano resulta- 
ti di segno contrario. 

Ma se due valori di :r hanno il medesimo limite /?, in tal 
caso l'equazioni (A), (e), ec. avranno due radici reali maggiori 
dell'unità, finché si giunga ad una equazione, ^i cui le due ra- 
dici abbiano diversi limiti; perchè allora ognuno di essi sommi^^ 
nìstrerà una differente serie d'equazioni» ciascuna delle quali 
avrà una sola radice maggiore dell'unità. Una simile riflessione 
si deve fiaire nel caso che la proposta abbia tre o più radici , il 
limite delle quali sia lo stesso. In tutti questi casi adunque 
conviene per ciascuna trasformata (é), (e), ec. trovar l'equazio- 
ne delle diiFerenze {D) , lo che richiede non leggiera fatica • Si 

potrà contuttociò farne di meno , se porremo nella proposta -— • 

in luogo di ar, essendo k determinato come sopra (56): poiché 
l'equazione , che ne risulterà» avrà i limiti delle radici tutti di- 
versi . Allorché poi avremo trovato il valore delle radici di que* ' 
sta equazione, se esso si dividerà per k^ diventerà il valore del- 
le radici della proposta. 

Poste queste cose siano ^ , r, 1» f » ec. i respettivi limiti in* 
teri della radice maggiore dell' unità neir equazioni (A), (e)» ec. , 

e sarà an^n — jjczjr-H— , a=r-H— , ec. , e sostituendo succes- 
sivamente nel valore di x quelli di y, di «,'ec., avremo xzzf^ 

frazioni convergono verso il vero valore della radice cercata in 

modo» che la prima ^ è minore della radice» la seconda - 

maggiore» la terza di nuovo minore» e così in seguito» cosicché 
il valore cercato caderàtra due frazioni prossime. Queste fra- 
isioni si potranno più- facilmente computare nel modo seguente « 
Si faccia 
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ce* ce» 

ed i precedenti valori prossimi di x saranno espressi dalle fra- 
zioni "^ » ^ 9 r » "pf ec. , la ragione delle quali meglio si com« 

prenderà dopo che avremo esposta la dottrina deìle fraziorU con^ 
tinue . Passiamo a dare qualch* esempio . 

I. Si debbano trovare per approssimazione le radici dell* e- 
quazione di terzo grado • 

a?*— aj7— 5=o# 
Cerchiamo in primo luogo l'equazione delle differenze in y^ e 
troveremo (55) 

y »— iaj»-4-363r-*-643=:o , 
la qual' equazione siccome non ha i segni alternativi, si deve 
conchiudere (5tf), che la proposta ha necessariamente due radi- 
ci immaginarie, e quindi una sola reale, onde j^r trovarne il 
limite , si possono (54) in luogo di x sostituire i numeri naturali 
o, 1 , 2 , 3, ec. Facendo dunque nella proposta x successivamen- 
te =o, I, 2, 3, ec. abbiamo i resultati —5, —6, — i , i6: onde 
la radice cercata cade tra i numeri 2 e 3, e perciò d è il di lei 
limite , cioè /'=a • 

Adesso per avvicinarci al vero valore ponghiamo 

xz^p^ =:a-v— , e ne risulterà l'equazione 

y»— loy»— 6y— iz=o, 
la quale ha una sola radice reale maggiore dell'unità, e perciò 
si possono sostituire i numeri i , A, 3, ec. Fatto ciò si trova la 
radice compresa fra i numeri io, ed ii : e quindi j^rzio« Fao 

Giamo adunque j=io-i-— , e ne nascerà l'equazione 

6iz^— 94«"— aoz— 1=0, 
la quale posta zrzi , a , ec. diventa —54, 71 , ec. , e perciò rr=i , 

Ponghiamo z=i-h — , e continuando le operazioni nella mede- 

sima forma per i valori delle lettere^, jr , r, ec. troveremo i nu- 
meri a, IO, ], i,a, 1 , 3, 1 , 1. la, ec. Quindi ricaveremo i 
valori ài a^ a' , § .§\ ec. come segue: 
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y=23 /=** 

«zzjii ^'=53 

ec. ec. 

e la radice cercata sarà prossimamente espressa dalle seguenti 
frazioni , 
a ^ jì^ 44 ''* '^S S76 73r 1807 i64i5 , 

li saranno alternativamente minori e maggiori del vero valore 
di ^. Se riduciaqio coteste frazioni in decimali , i valori prossi- 
mi di x saranno così espressi: 

a , 000000 

a , I 00000 

a 9 090909 

a 9 095a38 

a y 094339 
^ a , 094594 

a y 094545 

a 9 094555 

a , 094^51 

a , 094551 
r ultimo de' quali non differirà dal vero né pure di un millio- 
nesimo . 

Le altre radici della proposta abbiamo veduto essere imma- 
ginarie: chi vorrà il loro valore, l'otterrà facilmente nei modo^ 
seguente (58). Riprendiamo l'equazione in j, e ponendovi 
y:=>^t essa diventerà 

/»-Hia^«H-36/— 643=0 , 
e se n|) cerchi la radice reale positiva • Questa radice vi sarà a 
motivo dell'ultimo termine negativo , e sostituendo o, i , a, 3, 
ec. in luogo di t^ troveremo esser compresa tra i numeri 5 e 6. 

Si faccia pertanto tei5-H — ; ne verrà T equazione 

38a?»—.a3ia:*— 2737— 1=0, 
e il valor prossimo di x si troverà essere =6 . Si ponga 

<x=6-i- — 9 e continuando nell'istessa guisa per i seguenti valori 
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spronimi troveremo i numeri 5, 6, ec, onde ricaveremo le se- 
,guenti frazioni convergenti verso la cercata radice "" > "T" > "jT"» 

22— ^ ce. Conosciuta f , se la radice immaginaria della proposta 

si suppone a-i-^^i » sarà ^=1— , e perciò sarà data |?. Si sostì- 

:t 

tuisca adesso nella proposta a-H^{/^— i in luogo dì x; e parago- 
nando separatamente tra loro i termini reali ed immaginai} 
vivremo le due equazioni 

a»— (5i?a-i-a)a— 5=0 

Saa—/?*— a=zo. 
Si cerchi il loro massimo comun divisore, e l'operazione sì con- 
tinui fino al residuo — (8|?*-4-4)^''*i^9 o^'^ 1^ ^oIb, prima poten- 
za di a, e questo residuo eguagliato a zero ci darà oes ^^ ♦ 

Avremo così anche il valore di a , e quindi quello delle radici 
immaginarie «h-^j/— 1 , a— ^^— i . 

II. Prendiamo un' altro esempio dalla risoluzione dell'equa- 
zione 

U equazione delle differenze in y sarà (55) 

y * — 4ay *-»-44 *y— 49=^ > 

la quale avendo ì segni alternativi ci fa sapere che la proposta 
può avere tutte le radici reali , e quelle disuguali tra loro, per- 
chè l'equazione delle differenze non è divisibile per y. Facendo 

adunque (56) j=— avremo 

» 4^ ^ ^ 

... 49 49 . 

Per trovare il lìmite l delle radici positive di questa equa- 
zione, cerchiamo il più piccolo numero, che rende positive le 
quantità seguenti 

^y 49 49 

49 
3/— 9 , 
Tom. I. ' 17 
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e trovato /rzij avremo kzzì, e quindi Azr -r-. Pongliiamo perciò 
nella proposta -5- in luogo di a?, ed avremo 

o 

a?»— 63ar-4.i89=:o, (a) 
nella quale equazione sostituiamo adesso in luogo di a: i nume- 
ri o, 1 , a, 3, ec. Tra le quantità, che nascono da queste sosti- 
tuzioni , quelle avranno alternativamente segni diversi, che cor- 
rispondono ai numeri 4> 5, 6. Quindi la proposta ha due radi- 
ci positive , una delle quali cade tra -^ e -r > 1' ^^^^ ^^^ T ® 3" * 

o sia ambedue tra i numeri i e 2, ed x è il loro limite intero. 

Per accostarci di più al vero valore di queste radici , ripren- 
diamo l'equazione {a) , nella quale i limiti delle radici sono di- 
versi, cioè il limite di una è =4, e dell'altra =5. Ponghiamo 

perciò nella equazione (a) J7=4~** "" j ®4 avremo 

la quaP equazione ha una sola radice maggiore dell'unità. So- 
stituiti pertanto in luogo di a? i numeri 1 , a, 3, ec. si troverà 
questa radice esser compresa tra i numeri 14 e i5; onde 9^=14* 

Si faccia 'vcziA*^ — « e sarà 

•^ ^ u 

^71^»— 180M* — ayM — 1=0. 
Il valor prossimo di u si trova =z6; e perciò rt=6. Ponghiamo 

uzizG'^ —, e continuando le operazioni nella medesima maniera 

per gli altri valori delle lettere s , ec. troveremo i numeri 1,4» 
6, ec. Sarà dùnque 

a=4 **'=! 

p=5^ ?'z=i4 

7=346 y'=85 

g=4o3 y=99 

1=1958 . £'=481 

f=iai5i f'=a985 

ec. ec. 

onde i valori prossimi di quella radice della proposta, che cade 

tra Y ^ -r saranno espressi dalle frazioni 
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4^ 5^ 346 ^oS 1988 rarSi 
3 ' 4^-^l5ò ' H^ ' T443 ' "8555 ' ^^• 
Se riduciamo in frazione decimale la penultima o l'ultima fra- 
zione, troveremo il valor prossimo della radice cercata 
:=! , 356895 9 che non differisce dal vero uè pur di un millio- 
nesimo. 

Per trovare T altra radice, che cade tra i numeri -r e -5- , 

ó ó 

ponghiamo nell' equazione (a) xzzS^^ — , ed avremo 

ed il valor di y troveremo esser compreso tra i numeri i3 e i4* 

Facciamo icziS-H—, ed avremo 
•^ u 

ayM'^iBott* — 2714^-1=0, 
e siccome questa è la medesima equazione in u che abbiamo tro- 
vato di sopra, è evidente che i limiti della radice positiva tan- 
to di questa che delle seguenti equazioni saranno i medesimi, 
che nel primo caso, cioè 6, 1,4» 6, ec. Sarà pertanto , 

^=66 ^'=i3 

r=4oi r=79 

»=467 J'=92 
^=2269 r"447 

f=i4o8i ^'=^774 
ec. e«. 

ed i valori prossimi della radice, che cade tra -r- e -^ , saranno 

espressi dalle frazioni 

5 66 4<^^ 4^7 ^^69 1408 1 
T ' 5^ ' ^ * Z^ • T54T ' "83^ ' ^^' 

delle quali se riduciamo le ultime due in frazioni decimali, tro- 
veremo che il valore della radice cercata ò prossimamente 
=1» 69201», e la differenza dal vero appena eguaglia un mil« 
lionesimo . 

Rimane la radice negativa, per trovar la quale ponghiamo 
nella proposta -^x in luogo di a?, ed avremo l'equazione 

ar'— 737— 7=0, 



y 
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la quale a motivo dell* ultimo termine arativo avrà una radice 
reale positiva, ed uua soltanto, perchè le altre due radici di 
questa equazione sono state trovate dì sopra , e sono negative . 
Sostituendo pertanto i numeri naturali in luogo dell* incognita 
vedremo, che il valore di questa radice positiva cade tra i nu- 
meri 3 e 4* e perciò —3 è il valor prossimo della radice negati- 
va della proposta. Trovato il limite ci potremo accostar di più 
al vero valore, come He' casi precedenti abbiamo bastantemente 
indicato . 

III. Sia data finalmente da risolversi per approssimazione 
l'equazione del quarto grado 

L'equazione de' quadrati delle differenze tra le radici si trova 
essere (55) 

y«— 3aj*-4-844j*""'3xay»-f-784y* — laSjc^o, 
la quale, essendo divisibile per j, c'indica che la proposta ha 
due radici eguali (5^) , Perciò si moltiplichino i termini della 
proposta per la progressione 4» 3, ^, i , o respettivamente , e no 
nascerà l' equazione 

4^*— 8:r-f-4=o. 

Si cerchi il massimo coroun divisore di questa equazione e del- 
la proposta , il quale si troverà essere :r— j , e perciò le due ra- 
dici eguali della proposta sono ciascuna =zi , Per ottenere le al- 
tre radici dividiamo la proposta per (x— i)*, e ne verrà l'equa- 
zione j:"-4.ax— i=ro, la quale contiene le radici disuguali . 
Quantunque si sappia facilmente trovar le radici di questa equa- 
zione, pure chi volesse averne il valor prossimo con questo me- 
todo, ei brevemente lo conseguirà nel modo seguente. Siccome 

il limite della radice positiva è zero , facciamo j:=:oh :=— , 

l'equazione diventerà y«— ay— i=io, e il valor prossimo di y si 

troverà zza. Si ponga adunque y=:aH — , ed avrassi 

«• — a«— i:=o , la quale equazione essendo la medesima che la 
precedente in j, è chiaro che i valori prossimi tanto di z che 
delle susseguenti incognite saranno tutti =a, cioè i valori del- 
le lettere/?, ^, r, ec. saranno o, a, a, ec. dai quali si potranno 
poi formare le frazioni convergenti verso la cercata radice • 
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60. 

Neir equazioni del secondo grado sempre succede, che do- 
po varie sostituzioni e diverse equazioni ritorna poi una delle 
precedenti equazioni, che le altre seguitano col medesimo ordi- 
ne. Per dimostrar ciò prendiamo l'equazione -4a?*-4--Bx-HC=o, 
nella quale Ay B, C sono numeri interi, e B^-^J^C è una 

quantità positiva, ed avremo rr==— — ÌCi.-j — — — , ove il ra- 
dicale può esser preso positivamente o negativamente, se am- 
bedue le radici della proposta son positive . Sia p il limite in- 
tero di ar, e facendo a=y-#--7 otterremo l'equazione 
^Va-HjBV-Hy4=o, ove^'=^^/^«HhJ5/?-^C,J5'=a^^H-J5, e sarà 
y^ -B'^(«^'^^AA) g^^r ^ jj ^^^^ prossimo di a;\ si fa- 

rà y=y '-H. -77 , e così in seguito. Ora sì osservi, che 

J5'»— 4-^w<4'=J5*— 4-^C; onde la quantità radicale sarà la mede* 
sima in tutti i valori dì x y x\ a?", ec: ma rimane incerto qua! 
segno ne' diversi valori si debba dare a questo radicale. Per to- 
gliere il dubbio si rifletta, che posto jB»--4-4C=/? abbiamo 
F^P^ B^D _ j,A ^ ^^^.^^ ^. 
U' 2A\S'^i/JD)-^B'^D 

J5'*— 4<4-^'=lD, e perciò 7;-+- -7=::a:s=y'^ — it^^ — 

^; — — ZJ- — = --i- 5 onde apparisce, che il segno 

di \/D nel valore di a?' si deve prender contrario al segno che 
ha nel valore di x. Quindi se denotiamo col segno < il numero 
intero prossimamente minore della quantità che succede a que»« 
sto segno , è chiaro che per aver le trasformate converrà fare il 
calcolo seguente , 
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A' zzAp • +5/> H-C , 5' =2 ^p H-B , / <=£jZkl5 
A" =.4'p' '^By ^A , 5"=a A'p' ^E , P"<~^"'*Y^ 

d"'=A"p"'^B"p"^A' , fi"'=a^'>"-t-B" , p"'<r^"'^P. 

ec. ce, ec. 

ove pel 8#»gno di |/-D si deve prendere quel medesimo > che ha 
luogo nel valore di x, e le trasformate saranno 

ec. 
Osservando che B' ^-J^ A A'=D=B"^ -4^'^"=B"'»-4^"^'"=ec. 
vedremo che le quantità A' ^ A"y A'"y ec. si possono 'più facil- 
mente dedurre dalle formule 

Se la proposta ha una sola radice positiva , o due radici po- 
sitive , delle quali però la differenza sia maggiore dell'unità, 
ciascuna di queste trasformate avrà una sola radice reale mag- 
giore dell'unità. Ma se la differenza delle due radici della pro- 
posta è minore dell'unità, le trasformate avranno da principio 
due radici maggiori dell'unità , ma poi si giungerà ad una di es- 
se , che avrà una sola radice maggiore dell' unità . Sia 

la prima trasformata, che ha una sola radice maggiore dell'uni- 
tà, il di cui limite intero sia j^, e la trasformata seguente sarà 

ove sarà A^'^^'^=A^'^\^^B^'^\^A^'^''^^ . Ma la trasforma- 
ta in i^ avendo una sola radice >7, se in essa in luogo di u so- 
stituiamo q ed il limite delle radici positive, avremo (4^) due 
resultati di segno contrario* Ora sostituendo il limite delie ra- 
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dici positive abbiamo un resultato del medesimo segno di 
^'^^^(40), e sostituendo q abbiamo il resultato 
^('»)y,^5('»)y^^('»-»)--^('«*i). Dunque A^""^ ed ^('"-^') 
hanno un segno diverso; e nelFistessa maniera dimostreremo , 

che nelle trasformate seguenti jV > -^ > -^ Sec. 

avranno segni differenti . 

Ciò posto, siccome D=B^"^'\b<'^')-U"'\a^""*-'^ 

=B^'"^^\d'^^^-W"^'^.A^'"'^''^=ec., ed i prodotti 

A^ KA^ 'yd^ KA^ ', ec. son tutti negativi , avremo 

primieramente B^ '<l/D^B^^'^ '<p/I>, ec. , e poiché i 

numeri -<€^ \A^ ', ec. son tutti interi, avremo ancora 

A^'^'<,\D^A^ '<jl?,ec. E perchè non vi è che un certo 
numero di numeri interi minori di \D e di \/D ^ le quantità 

B^ \B^ Sec.,^^ ^yA"" ', ec. non potranno aveie 

che un determinato numero di valori differenti, e se la loro se- 
rie si continua all'infinito, ritorneranno i medesimi numeri. E 
così pure ritornerà la medesima combinazione di termini corri- 
spondenti nelle due serie, poiché esaurite tutte le combinazio- 
ni diverse, il numero delle quali è finito, la combinazione che 
segue sarà necessariamente una delle precedenti. Si avrà per- 
tanto -4' ^:=AS ' f e B^^"^ ^zzB^^\ ove sì può considerare 

sempre t come pari. Perchè siccome i numeri A^^' , B^'^' de- 
vono ritornare più volte, se la loro distanza fosse sempre dispa- 
ri, basterebbe prendere per distanza la somma di due intervalli, 
la quale sarà pari. Ma essendo t pari, \/D avrà il medesimo 

segno tanto in p^^' che in p^'^^^ e quindi p^^'^^^=p^^\ 
Jn^t^jUJn^i)^g{n^t^O^(n^^)^ ^.^, ,^ trasformata 

sarà affatto simile alla trasformata 

lo che dovrà dimostrarsi. 

Quindi si deduce un metodo più semplice per risolvere per 
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approssimazione V equazioni dei secondo grado • Si calcolino 
eoa le formule precedenti le quantità, p , p\ ec, , A\ A" , ec. , 

jB', B\ ec. , finché sì giunga ad avere A^^'^^^::zA^^\ e 

B^^ 'rdB* ', essendo t pari , e non occorre andar più oltre y 
perchè gli altri termini si succederanno col medesimo ordine, 
cioè «irà ^('^-*-')=^(«*'), ec, 5('^*')_5('w-i) ^ ^ ^ 

^(«^*i)_p(«^i),ec. 

Sia data per esempio l'equazione ao?"— 6j7-4-33=o: avremo 
Azz2j J8=-*6, d=3, |//?=:p/ia=:ai/ó, e siccome le due radi- 
ci di questa equazione sono positive, dovremo fare due diverse 
operazioni prendendo ]/"!) prima positivamente e poi negativa- 
mente . Diamo in primo luogo a [/D il segno -♦-, ed avremo 

5 =-6 ^ =a p <_^±:±2=:a 

4 

B' =8-6= a A' -^""--i p' <=ì=3i^a. 

5"=-4+a=-a ^"=^-'^-1 /'<_±!±k£!=i 

—4 4 

B"'=4-a=a ^'"= ^~"-- i . 

Siccome abbiamo JB"':=B', ed A"'::zA', e la differenza dogi' indici 
è pari, ci fermeremo qui, ed ilimitiaed i ritorneranno continua- 
mente, cioè i valori di/», »',/>", ec. saranno a, a, i, a, i,a, i,ec. 
Preudiamo adesso |/x7 negativamente ed avremo 

B =^6 A =i p <±=2k^Ì=o 

4 
B =-6 ^>-36-i»-5 , ^(M.ai/3_^ 

8 6 

£"=6-6=o ^"=r:li=^i /'<Ji2kli=i 

12 —a 

fi"'=-a ^"'=±=:i=a />'"<^^^=i 

—4 4 

£'"=4-0=1 ^"'=éni=-I n"-<-^-^'^^=a 

' « '^ ~a 

i;''=-4-..2=-a ^''=Ji:li=à . 

•—4 
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3Qui ci arrestiamo, perchè B^zzB"\ ed A^z^A"': onde i yaloii 
<\ìpyp\p" 9 ec. saranno o, i, i , i, a» i, 2I9 i, a» ec. 

li metodo esposto per l'approssimazione delle radici di qua* 
lunque equazione , del quale siamo debitori al Sig. de la Gran-- 
gè, è il più eccellente di quanti ne sono stati finora immagina- 
ti , ed il solo in cui quest'oggetto sia trattato in tutta l' esten- 
sione, e con tutta l'esattezza. Chi avrà bene imparato questo 
metodo in tutte le sue parti, e se ne avrà reso facile l'uso, po- 
trà con ragione credere di aver molto acquistato, e di esser di- 
venuto abbastanza abile in questa parte d'Algebra» di coi abbia- 
mo finora trattato , la quale ha per oggetto di rintracciare delle 
radici o il valor vero, o il valore , quanto si vuole, prossimo al 
vero . Meritano di esser vedute nelle Memorie dell* Accademia di 
Berlino dell'anno 1768. le Riflessioni del Sig. de la Grange per 
perfezionare e rendere in alcuni casi più. semplice il suo me- 
todo . 

CAPITOLO XV. 

De* Broblemi indeterminati . 

61. 

Abbiamo veduto di sopra (49) ^ che se il numero dell'equazio- 
ni eguaglia quello delle incognite, il problema é sempre deter- 
minato, e ciascuna delle incognite ha un valore fisso. Alcune 
volte però succede, che il numero dell'equazioni sia maggiora 
o minore di quello dell^ incognite ; 'nel primo caso il problema 
si àxcepià che determinato , indeterminatp nel secondo. Nei pro- 
blemi più che determinati si devono rigettare l'equazioni super- 
flue, poi trovato per mezzo delle rimanenti equazioni il valor 
delle incognite, si deve vedere se l'equazioni lasciate da parte 
possono sussistere insieme con le altre, cioè se i valori delle in« 
c«>gnite ricavati da queste soddisfanno ancora a quelle. Se ciò 
succede, è un segno che l'equazioni rigettate dipendevano dalle 
altre in modo, che le condizioni espresse da quelle erano in 
queste incluse, e il problema diventa allora determinato. Se 
poi il medesimo valore delle incognite non soddisfa a tutte Te- 
quazioni , il problema è impossibile, perchè le di lui condizioni 
Tom. I. 18 



Digitized by 



Google 



i38 ELEMENTI 

sono tra loro contradittorie. Supponghiamo per esempio che 
qualche problema ci ahbia condotti alle seguenti equazioni 

3i:-4-ay=5 > 

Posta da parte l* ultima equazione, dalle prime due si deduce 
xzzl , j=f , i quali valori siccome non soddisfanno alla terza 
equazione, il problema sarà impossibile. Ma se la terza equazio- 
ne fosse stata Sx'^Syz^y i medesimi valori soddisfarebbero an- 
che a questa, ed il problema sarebbe determinato. La ragione 
della differenza di un caso all'altro è riposta in questo ; nel pri- 
mo caso la terza equazione non dipende dalle altre , ma ne di- 
pende nel secondo , giacché è la somma delle prime due . Queste 
poche riflessioni su* problemi più che determinati ci mostrano 
apertamente la loro natura; passiamo adesso a dir qualche cosa 
de* problemi indeterminati, i quali formano una special parte 
dell'Algebra, che da essi prende il nome di Analisi indetermi^ 
nata . 

6a. 

Essendo ne' problemi indeterminati il numero delle inco- 
gnite maggiore di quello dell' equazioni, in modo che alcuna 
delle incognite rimane indefinita; in luogo di una o più inco- 
gnite si potrà prendere qualunque numero, e quindi questi pro- 
blemi ammettono infinite soluzioni. Ma siccome vi si aggiunge 
la condizione, che i numeri cercati siano interi e positivi, o al- 
meno razionali, il numero delle soluzioni viene ad esser da tali 
condizioni limitato in modo', che spesso si riducano a poche, al- 
cune volte non ve ne sia alcuna, altre volte poi si mantengano 
contuttociò infinite. Quindi avviene che questa parte di Analisi 
per le varie condizioni, a cui convien soddisfare, esige spesso 
molta acutezza e singolari artifizj di calcolo. Per la più facile 
intelligenza prendiamo in primo luogo a risolvere un problema 
semplicissimo, in cui si cercano due numeri interi, positivi , e 
tali che la loro somma sia io. Se chiamiamo x eAy questi nu- 
meri, sarà ar-+^y=io, cioè ar=io— y, ove y può avere qualun- 
que valore intero positivo, e perciò rappresentare tutti i nume- 
ri interi dall'unità all'infinito. Ma perchè anche il numero x 
dev* esser positivo, è chiaro che j non può esser maggiore di io, 
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« se 8i esclude il caso di jrrzo, y dod può esser maggiore di 9, 
Onde avranno luogo soltanto le soluzioni seguenti , 

ir=i, a, 3,4, 5,<), 7, 8, 9 

y=9,8, 7, 6,5,4, 3, a, i. 
Ma le ultime quattro di queste soluzioni sono le medesime che 
le quattro prime : quindi la proposta questione si può risolvere 
in sole cinque maniere. Nella stessa guisa si potrà risolvere l'e- 
quazione x-^hyzzc , ove il coefficiente di una delle indetermina* 
te è =1 ; poiché sarà x:zM''-by , e per y non si potranno prende- 
re y che i numeri interi positivi minori di -?- . 

Ma se l'equazione da risolversi in numeri interi sarà della 
forma ax^^hyrrc^ ove nei sono maggiori dell' unità, converrà 
prima ridurla alla forma precedente, in cui ao b è z=i . Si os- 
servi y che se i numeri a e b non fossero primi tra loro, ma aves- 
sero un comune fattore d maggiore dell'unità, bisognerebbe che 
anche il numero e fosse multiplo di dy acciò l'equazione potes- 
se sussistere in numeri interi. Onde in tal caso si potrà togliere 
mediante la divisione il fattore comune d per ottenere una 
equazione più semplice, in cui a% b siano primi tra loro . Ciò 
posto sia a<i, e sia m il multiplo maggiore di a contenuto in 
i, in modo che sia br:zma^' , e ponghiamo a;-i-w;y=/, l'equa- 
zione ax-^yzzc diventerà a^-i-i'y=ic, ove sarà V<a e <i. Se V 
è =:i avremo già ottenuto l'intento; ma se V è>-i, sia di nuo- 
vo m!' il multiplo maggiore di b contenuto in a , cioè sia 
•ar=m'i'H-a' , e posto y-f-in'^=:^' avremo l'equazione aVh^Vzzc^ 
ove sarà a'<i'. Se a' è >i, continueremo l'operazione nella 
medesima maniera; e siccome i numeri b\ a! ^ ec. son tutti po- 
sitivi e vanno diminuendo, in fine giungeremo ad uno di essi 
che sarà eguale all'unità, e 1' .equazione corrispondente a que- 
sto ci darà il valore in numeri interi della respettiva indetermi- 
nata, onde poi retrocedendo avremo per mezzo dell'equazioni 
a7-f-i»y=:^, y-Hi7i'/i3^', ec. i valori di tutte le altre indetermina- 
te f , e finalmente quelli di a? e di j. Sia per esempio a'=i , ed 
avremo terc— AV , yzri'— m'/^(i-i-AW)i — /n'c , ed 
ic^— i»y=r(i-wiiin')c— (OT-.*-A'/n»»'-i-i')^'; cioè le due incognite x 
ed y saranno espresse per un' altra indeterminata t', la quale 
dovrà prendersi in modo, che i valori di x ed j riescano ambe- 
due positivi. 
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Si debba per esempio dividere il numero aS in due parti , 
una delie quali sia un multiplo di A, e l'altra di 3: se chiamia- 
mo 207 e 3y queste parti, sarà a2r-4-3y=ia5 . Si fEiccia X'^yzzt^ e 
sarà A^-f-j=:a5; e siccome siamo già arrivati ad una equazione^ 
in cui una delle indeterminate ha per coefficiente T unità , To- 
perazione è terminata ,ed abbiamo yin^S'^^t, ed xiszi'^yzzit'^^S^ 
Per aver questi valori di y ed a? espressi in numeri più piccoli 
facciamo /ma— ìb^ ed avremo jc=a0-i-i , x=i i— 3ìb . Il valore di 
y riesce positivo , se per z si prende qualunque numero positi* 
vo; ma accii^ riesca positivo anche quello di x , convien che sia 

3£<ii, e ic<-s-<4> ^ì^^ °^^ maggiore di 3. Onde nascono le 

quattro soluzioni 

2=0 , I , a, S , 

y=i y 3, 5, 7, 

07=11, 8,5, a, 
e le parti cercate saranno i.^ 22M-3, %.^ 16-4-9, ^*^ lO-t-iS^ 
4.^ 4^^' y ^^ quali tutte formano il medesimo numero 25. 

I problemi, che conducono all'equazione ax-^-i^rmc, ove 
a^by^ e sono numeri positivi, hanno sempre un numero limi» 
tato di soluzioni. Ma se a o i sarà un numero negativo, cioè se 
si dovrà risolvere in numeri interi e positivi l'equazione 
tfx— Ayrsc, si avrà in tal caso una diversa specie di problemi, i 
quali ammettono infinite soluzioni . Per render ciò sensibile con 
un esempio, cerchiamo il numero iV, che sia prima divisibile 
per 5, poi diviso per 7 lasci il residuo 3. Sarà iV=5o7, ed insie* 
me i\r=7y-4-3 ; onde nasce l' equazione 5o>— 7^'rs3 . Si faccia 
o:— j=/ , e sarà 5f— aj=3 , 
ar— y=r' , a^'-i- r=3 . 

Quindi avrassi /rr3— 2^' 

y=2f— r'=6— 5t' 
o:=j-f-/=r9— 7^', 
e le incognite x ed y saranno espresse per un'altra indetermÌBa- 
ta t\ la quale, potendo esser negativa, ci darà infiniti valori di 
.T e di j. Per maggior semplicità facciamo ^=1— «, e ne verrà 
yrróizr-f-i , oczz^z^tì, , ove per » si può prendere qualunque nu- 
mero intero positivo. Il numero cercato iVè=z350-i-io, e se vi 
faremo i3=ro, otterremo il più piccolo valore di iVi=:io: gli altri 
valori nasceranno dell'aggiunger continuamente 35 a 10 « 
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Io simil guisa se è data l'equazione Aoor-— 3ij=79 si faccia 
x^-'j^U ", e sarà ao^—i 1^=17 
t'-yzzt' 11 ^-f- 9/=7 

t'^^zzt" 9t"-i- a/'=7 

Quindi avremo. t"^:j — at"' 

/ =/"- ^'=35 --11^' 

y =^ — *'=63 — 20t'" 

ar:=* -4- ^=98 -!-3i^*". 

Sarà dunque x=98— 3i^"', ;y=6S— *o^'", o sia (posta f'"=3— z> 

xzziiz^Sy ;y=:aoz-i-3, ed i minimi valori di ^^ j saranno re- 

spettivamente 5 e 3 . 

E inutile T avvertire , che l'operazione, con cui data l'equa- 
zione ax:tdfyzzc si trovano i numeri b\ a\ ec. è quella istessa 
con la quale si cerca il massimo comUn divisore de'numeri a e 
b; cioè h\a\ ec. sono i residui delle diverse divisioni, che a 
quest'oggetto si fanno. Onde siccome a e i son tra loro nume-* 
ri primi, l'ultimo de' residui sarà eguale all'unità, e perciò po- 
trà sempre ottenersi una equazione della forma t-^^szzjc. 

Col medesimo metodo si risolvono l'equazioni del primo 
grado, qualunque sia il numero delle indeterminate in esse 
contenute. Sia data per esempio l'equazione 5j?-4-8j-i-7z::=5o •> 
Si faccia x^^-yzU^ e sarà 5f -+-3y-i-7«:=5o, 
j'^-t^' , 3e' -f-a/-4-7z=:5o , 

t^t'=t'\ a^'-H^'-H7£=5o . 

Quindi sarà ^'=r5o— a/"— 7^, 

fn:^" — ^'=3rV7z— So , 
y=r/' — /= j 00— 1 42— 5if", 
x^^ — y:;r8f"-f-aiz— i5o, 
e per avere tutte le soluzioni della proposta, converrà prender 
per z tutti i numeri interi positivi, e per f" tutti i numeri in- 
teri che rendono y ^à x positivi . Per più semplicità si faccia 
^"-f-azzrao — «, ed avrassi ytrSi/— 4«, :rz:ic-t-5je— 8ii. Ora acciò 
i valori di j ed :r riescano positivi, òonvien prima che u sia po- 
sitivo, e poi z<— e > — jp— ; onde dovrà essere a5i/>3ai/'p-4o^ 
ed u<6 . Quindi si troveranno le seguenti soluzioni 
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11=1, «=r, y=i, ac=7, 
U=12, Z=Z2y y=z,%y iF=4> 

u=3, a=3, y=3, arni. 
Ponendo u=49 o z<=5 troveremo una delle indeterminate x, o 
y^zOy perciò abbiamo escluse queste soluzioni. 

Sì potrebbe giungere alla risoluzione della proposta equa- 
zione anche nel modo seguente . Si faccia 

ah^^-^zzzty e sarà 5^-i-33r-f*2z=:5o , 
af-t-y-^-acrf', a/V y-i- £r:5o. 

Quindi sarà ;y=5o— . r— af ' , 

a=t' — 2/— y=3^— ^— So , 
x^ t — j— «=3r— *r', 
o sia, posto 3f— ^'zra, 

ynSo— 7f-»-att , 

»=:8^— 3m— So , 
ève per u 1 1 devono prendersi tutti i numeri interi e positivi , 
che rendono positive le tre precedenti indeterminate . 

Passiamo adesso a vedere, come si risolvano in numeri in- 
teri quell'equazioni , nelle quali una delle indeterminate y non 
à inalzata che alla prima potenza, qualunque siano le potenze 
dell'altra. Prendendo il valore di y avremo 



•e converrà cercare un numero intero, che preso per x renda il 
numeratore di questa frazione divisibile pel denominatore . Si 
faccia 

/«=a-Ha'ar-i*o"a?«*4-a'"a:»-4- ec, 
j=:i^'a:i-A"ar» -i-i"'j:« -k ec. , 
ed eliminata a^ da querte due equazioni si giungerà ad una equa- 
zione della forma 

A'^Bp'^Cq^Dp^'^Epq'^Fq'^'^ «e. =0 , 
ove i coefficienti Ay By C, ec. saranno numeri interi composti 

de^ numeri a, 4, a', i', ec. Ora siccome j=^, e quindi p=yy > 

•se sostitniamo questo valore Aìp avremo 
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ove tutti ì termini son moltiplicati per g eccettuato il primo ter- 
mine Ai^ quindi anche A sarà divisibile per q^ altrimenti y e q 
non potrebbero esser numeri interi. Si cerchino adunque tutti i 
divisori di ^ , e si supponga q successivamente eguale a ciascu- 
no di essi, ed ognuna di queste supposizioni ci darà una equa^ 
zione determinata in x , della quale si cercheranno le radici in- 
tere, e quelle di queste radici, che renderanno p divisibile per 
q, ci daranno un valore intero anche per j, e risolveranno il 
problema . 

Se q non contiene x^ cioè se sì dovrà risolvere V equazione 
«-♦-a'.j>4-a"j? » -Ha'" jr » -♦- eo . ^ 

y= 1 , 

il metodo precedente non potrà usarsi ; ma si troveranno tutti i 
valori di x nel modo seguente . Si supponga che sia n un valore 
di X che risolva l'equazione, cioè che renda aH-a'ar-f-a^'a;*-*- ec. 
divisibile per by è chiaro che ogni numero della forma ndsbniy 
ove m sia un numero intero, la risolverà egualmente. Ora, se 

n è > — (facendo astrazione dai segni di n e di ^) è chiaro che 

potremo sempre determinare m in modo, che sia nddìm<r- , e 

ciò potrà farsi in una sola maniera per ciascun valore di n e di 

b , Se si chiama n' questo valore di nà^bm , che è <— , si avrà 

generalmente nzsn!'à:bm . Quindi se si sostituiscono in luogo di 

X tutti i numeri positivi e negativi che non superano -^ nella 

quantità aH-a':r-»-a"ar^-«-ec. , e si chiamano n', n", »'", ec. quei 
che rendono questa quantità divisibile per i, tutti gli altri va- 
lori di X che risolvono il problema saranno espressi dalle for-^ 
mule n'ztbm!, ri'ztim", TÌ'''±bni'\ ec., ove i»', ni\ ?»'", ec. rap* 
presentano numeri interi • 

64. 

Sia proposta adesso T equazione del secondo grado 

e si debbano trovare i valori razionali di ar e di j, i quali sod- 
disfanno a questa equazione . Risolvendola avremo 
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^yy-«^^^-*-c===k^[(cH-ejc:)»— 4/l^*^^"*^^")1^4^ fa- 

cendo mzzc^'-'^fy ivzz^cc'^^fy ^=:e"— 44/^» ^ la questione si 
ridurrà a trovar dei valori di x, che rendano la quantità 
m^^nx-^px^ eguale ad un quadrato. Sia dunque m-wia;-f^j7^=zz^, 
ed avremo apar-wz=V^(4/>«*-*-i'' — J^mp) , cioè tutta la difficoltà 
sarà ridotta a render la formula Az^^^B eguale ad un quadrato» 
essendo A e innumeri interi dati positivi o negativi, « z un 
numero indeterminato » che dev'essere razionale. Supponghia- 
tno in primo luogo che A sia un quadrato» cioè che debba ren- 
dersi razionale la formula \/{a^z^^^B). Facciamo 
[/{a^z^^^B)zzaz^my ed avremo a*z*-KBz:a"z*-+-ai»a«*w»* , e 

«= • — ■ — : e se prendendo per m qualunque numero intero o 
fratto , positivo o negativo daremo questo valore a z^ 1^ formu- 
la [/(a^z'^'^B) riescirà razionale , cioè sarà zi- "^ 



Sia adesso B un quadrato zzi*» , e facendo [/{Az^^^) 
izib^mz avremo ^z*-ì-Aa=:i'>-4-afc/nz-f*/»'^z*, cioè Aziz^ubm^rn^z^ 

onde si deduce «:=-r , il Qual valore rende la formula 

^— ma * 

l/^(Az^^^) razionale ed n-- . 

Sia in terzo luogo la quantità Az^-^B il prodotto di due 
fattori ragionali , in modo che si debba risolvere l' equazione 
(aaf-f-i)(c«-Hf)=:ja . Facciamo ;yz=w(a«-+-J) , e quadrando avremo 
{az^)lcz'^)zzm^(az^y , cioè cz^¥4=m^{az^) ^ e quindi 

m^b — d 
«=: -— . 

Sia finalmente .la formala ^5P*-*-J5=y«-Hjrr, essendo /», q^ r 
quantità della forma a-H&z . In questo caso facendo 
V^(/?*-+^r):=y-H»^ avremo qrzuampq-^-m^q^ ^ cioè nizamp'^-m^qy 
dalla quale equazione facilmente si dedurrà il valore di z . 

Nei casi diversi da quelli che abbiamo adesso considerati è 
•molto difficile la risoluzione dell'equazione Az^-^-B^iy^ , ma se 
^un solo valore di z si conosce ^ facilmente se ne deducono tutti 
gli altri infiniti , che egualmente la risolvono . Sia a questo va- 
lore di z, che rende Aa^^Bzdb^ , cioè B^db^-^Aa^ , e sostitui- 
to questo valore di B la nostra equazione prenderà la forma 
-^(«*'-^«)-4-4*z:ya, o sia -4(«-i-a)(z— «)H^«=:y* . Questa equar 
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sìone è nel quarto de' casi contemplati di sopra y perciò si faccia 
y^sb'Mn{»-'^a) , ed avrassi -i4(a-i-a)=a4OT-w»^(z— a) ; onde si rica- 

va a= — . 

Fin qui erano giunti i Geometri nella risoluzione deirequa* 
KÌoni del secondo grado » quando il Sig. de la Grange si rivol- 
se a perfezionare questa parte d' Algebra , e l' arricchì di molti 
ed eccellenti metodi . A questo gran Geometra si deve la gene- 
rale risoluzione dell'equazione Az^^^Bzzy^y che qui brevemen- 
te esporremo » rimandando i nostri leggitori per una maggiore 
istruzione nell'Analisi indeterminata alle Memorie dell'Accade" 
mia di Berlino degli anni 1 767 , e 1768 , ed al secondo tomo de- 
gli Elementi d^ Algebra del Sig. Euler. 

Sia data pertanto la formula Az^^^By che dev'essere un 
•quadrato, ove né ^ né jB son quadrati ^ perchè altrimenti si po- 
trebbe risolvere oca i metodi precedenti . Se i numeri A e B son 
•divisibili per qualche quadrato , in modo che sia Azza^A'y 
B=b^B'y la formula Az^^B sarà della forma a»Az^'¥Ì»B'y e 

divisa per b^ e posto -t-=«' «i ridurrà ad -4V«-4--B', e conosciu- 
to il valore di z^ che rende questa formula un quadrato , sarà 

bz' 

— il valore di z che renderà un quadrato la formula Az^-^B « 

Consideriamo adunque la formula Az^^¥-B, in cui nh A nh B 

contengono fattori quadrati , e facciamo zzz^ ^ essendo questa 

frazione ridotta ai minimi termini; avremo la quantità -£ — \-B^ 

ohe dovrà essere un quadrato, dunque lo sarà anche la quantità 
Ap^'^Bq^ y e quindi si dovrà risolvere l'equazione 
Ap^^^Bq^zsy^ y ove/?, y, ed y devono essere numeri interi. Si 
osservi che il «numero q dovrà esser primo con A; perchè se 
avessero un fattore comune e, il termine Bq^ sarebbe divisibi- 
le per e' , ed il termine Ap^ solo per e, giacché /? e q son primi 
tra loro, ed A per ipotesi non contiene alcun fattore quadrato^ 
onde la quantità Ap^-i^Bq* non sarebbe divisibile che una so- 
la volta per e, e non potrebbe perciò essere un quadrato. Nelbi 
medesima maniera si dimostrerà che^ e B non devono contene- 
re alcun fattore comune « 

Tom. L 19 
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Ciò poato sia A>B ìndipeudeotemente dai loro fegm , e ri 
Mriva r equazione sottQ la forma Ap^zzy^^^Bq^ y o •iccome ji^» 
f , ed j sono numeri interi, dovrà esserey^— iff > divisìbile per 
A> Si faccia 'y:=;ij' — Aq\ e poiché A e q sono primi tra loro» 
questa equazione potrà sempre risolversi in numeri interi (62^) , 
e ci darà i valori di /t e di q^ ^ qualunque siano quelli di y e di 
q . Fatta la sostituzione la quantità y^-^Bq* diventa 
{n^'^B)q^^^^nAqq''^A^q'^ ^ che dev'esser divisibile per A\ e 
siccome lo sono tutti i termini fuorché il primo , converrà che 
sia n^'-^JB divisibile per A , perchè jr ed ^ sono numeri primi 
tra Icro . Quindi (63) si tenteranno per n tutti i numeri non 

>► — , e se non se ne trova alcuno , che renda n^^^B divisibile 
a ' ' 

per ^, se ne concluderà che T equazione Ap^zsy^^Bq^ non è 

risolubile in numeri interi, cioè che la formula Az^'^B atm 

può essere un quadrato • Ma se si troverà uno o più valori di n» 

che abbiano queste proprietà, si prenderanno tutti uno dopo 

]' altro , e si continuerà il calcolo come segue . 

Prima però si osservi, che sarebbe inutile il dare ad n dei 

valori >— ; poiché se chiamiamo n' uno dei valori soddisfacien* 

ti di n che sono <— , tutti gli altri che nascono da questo sa- 
ranno espressi dalla formula n'^mA, e sostituendo questi, in 
luogo di n nella quantità (/»«— jB)y* — %nAqq''^A^q'^ , cioè 
{nq'^Aq'Y'^Bq^ avremo il medesimo resultato , che se sostituis- 
semo solamente n' , ed aggiungessimo a 9' la quantità :izmq\ 
onde siccome q* è un numero indeterminato, la sostituzione di 
ri'±3mA non ci darà formule diverse da quella, che tiasce dalla 
semplice sostituzione di n* ^ 

Trovato un vaio» di n, sia A il quoziente di n^-^B divi- 
so per Ay in modo che sia AA^ssm^^^B^ e Tequazione 
u^y^SSy*— JBj" divisa per A diventerà 

ove A sarà <^, perchè ^'= — 3 — , e B<A^ ed n<7- . Ora se 

A è un quadrato, potremo fare y'rso, qz^i , e'pz^Ay ed ot- 
terremo una soluzione della proposta, dalla quale potremo poi 
dedurre tutte le altre infinite. Ma se A non è un quadrato, si 
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osseryì se egli è KB 9 o se'ìiliaeno contiene un fattore quadrato, 
tolto il quale direoga <fi indipendentemente dai «egni. In tal 
caso 8Ì moltiplichi Tequassione per ^', e si avrà 

onde la formula Bq^^'^Ap^ dovrà essere un quadrato^ e quin* 

di se divìdiamo per jp« e facciamo ^'n:^ ^ dovrà essere un qua- 

tdrato la formula Bz'^-^A\ Nel caso che ^A avesse un fattore 

quadrato a* si farà —ss', e si otterrà la formula Bz'^'^^, la 
i^ 

quale è aimile alla proposta Àz*-^B^ ma ia quella i coefficienti 

È e C sono minori . 

Se poi A' ,0 A* diviso pel suo massimo fattor quadrato non 

é <B, si faccia j^s^jr'^i.^'', e requazione/a:^'^a^2nj!f''4-^f''« 

diventerà 

•ove n'^zn-'^mA' , ed -^4"=i4'/»«— a/»n-H^=3— y— . Si determini 

A' A' , , 

il numero intero m in modo che sia n'<r- o ^^- indipen- 
dentemente dai segni , lo che è sempre possibile , ed allora sarà 
^"<^,perchè^"=2-I=^,e&=,o<^',ed »^=, o<^. 

Adesso si farà il medesimo discorso di sopra , e se ^^ è un qua- 
drato, si avrà la risoluzione dell'equazione; se A'^ divìso pel 
suo maggior fattore quadrato b^ diventerà <B^ si moltipliche- 



rà tutta Tequazione per A" ^ e posto -|-7=«*8Ì otterrà la formu- 
la JBs'^'-hC, che dovrà essere un quadrato , e nella quale i coef- 
Scienti B e C saranno minori di quei della proposta Az^^^B. 

.Ma se Bon succede alcuno di questi casi, faremo di nuovo 
^'=/» y"-i-^'"., e4'equaaione diventerà 

ove sarà similmente nT^m'^-^A" , e -4'"=— -jj; — , e prenden- 

A'' 
*do m' in modo che n^' non sia > — ' avremo A^'^KA'^, e su questa 

equazione faremo delle riflessioni simili alle precedenti , e così 
in seguito. Ora siccome i numeri A^ A' , A\ A" 



Digitized by 



Google 



i48 ELEMENTI • 

continuamente diminuendo, giungeremo finalmente ad uno di 
essi, che sarà <0, e chiamando C questo termine avremo la 
formula Bz'^^f^Cy che dovrà essere un quadrato . Quindi col cal- 
colo precedente la formula Az^-^B si ridurrà ad un'altra pia 
semplice Bz'^-^C^ almeno se il problema è possibile. E se fac- 
ciamo una simile operaziotie sulla formula Bz'^^^Cy la ridurre- 
mo ad un'altra più semplice Cz^^-^D ^ e così in seguito. E sic* 
come i numeri A, ByC, D^ ec. formano una serie decrescente 
di numeri interi, questa non potrà andare all'infinito, ma sarà 
sicuramente limitata • Onde se il problema non ammette solu- 
zione in numeri razionali , giungeremo ad una condizione im- 
possibile a soddisfarsi, ma se il problema è risolubile , arrivere- 
mo ad una equazione, in cui uno de' coefficienti sarà un qua- 
drato, e risoluta questa potremo rimontare retrocedendo a tutte 
le altre, fino alla prima Ap^'^Bq^^zy^ ^ Ho supposto , che nel- 
la formula Az^'^B sia A maggiore di jB ; se fosse AKfi si porrà 

e=-^ > e tutto il resto anderà come sopra . 

Esempio I. 

Si debba rendere eguale ad un quadrato la formula 2iz*-^7 . 
Siccome i numeri •; e 21 non hanno alcun fattore quadrato, e 

21 è >7 9 io faccio z=:^, ed ottengo l'equazione 

Cerco in primo luogo un numero intero n che sia *< — » e ren- 
dane — 7 divisibile per ai, e trovo 12=7, in modo che 7»— 7=a.ai. 
Ora pongo y^Liq^^tiiq^ e dividendo per ai ottengo l'equazione 

/?*=:ay«— i4g'7'-«-aiy'« , 
©ve il coefficiente di j* è minore del coefficiente èi y» nell'al- 
tra equazione; dunque moltiplicando per a avrò 

ap«z=4ja— a8yy'-f-4ay'«=(ay— 7y')a— 7y'« , 

e perciò la formula 7y'«-f-a/?*, o sia, posto 2-zac'^' la formula 

7«'»-f-a dovrà essere un quadrato. 

Operando di nuovo su questa formula osservo che i nume- 
ri a e 7 non hanno fattori quadrati, e che 7 è >a; perciò fac- 



cio z^zn—y ed ho da risolvere l'equazione 
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Cerco un numero n<-Z., che renda la quantità ii^-**a divisibile 

per 7 , e trovato iistS» in modo che 3«-*a=i.7 , facpio yziiòs-^s', 
e giungo air equazione 

Poiché il coefficiente di s^ è un quadrato =1 , risolvo questa 
equazione prendendo /so^ j=:i , rsi , e quindi deduco 

Zl^inrs'sr-^- , cioè y'=y • Sostituendo questo valore di y' nella 

equazione •7y'*-«-ap*=(ajr— 7y')* io ne ricavo 9P*=(a?— 7^)* , od 
estraendo la radice quadrata òpzz^-^p^ cioè ^=5/», e 

0=:-&=z-7- y il qual valore di 9 rende la formula %iz^^ eguale 

ad un quadrato. 

Esempio IL 

Sia proposto di rendere razionale la formula ^(5ai?*— A2)t 
Osservo primieramente che 5a è divisibile per 4 ohe è un qua- 
drato , e poiché -j-=i3 è <a3, faccio inz-Z* , e pongo la risul^ 
tante equazione sotto la forma 

Conviene adesso cercare un numero n< — . in modo che sia 

n* — 13 divisibile per a3; si trova n=6, che ci dà 
6»— 13;=— jX— a3, dunque si faccia y=:6jr-f.a3y ' , e si avrà l'e- 
quazione 

Siccome il coefficiente di q^ in questa equazione è minore del 
coefficiente di q^ nella equazione precedente, si moltiplichi per 
— I , e si otterrà 

onde doVrà essere un quadrato la formula iSy'^-^p*, ó sia la 
formula j3z'*— i , posto -a-zisb' . 

Poiché il numero i3 non ha alcun fattore quadrato , faccio 
*'=— , ed ho l'equazione 
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Cerco il namero tKr^ , che renda n*-^i un multiplo di i3» e 

trovato 71=5 pongo y=sS^— iSj', e l'equazione i3r»==y»-H5* di- 
venta 

r^zraf»— iom'h-i3#'* . 
Siccome il coefficiente 2 di j> è maggiore di i coefficiente di s^ 
nella precedente equazione , cerco un numero m tale , che 
5-— a/7» non sia >i , e trovato 772=^ faccio 5^Af'<W , e l'equa- 
zione diventa 

Ora siccome io questa il coefficiente di /> è un quadrato, la ri* 
solvo facendo ^'=0, ^=1 » T-zriyedalla equazione 5=a^'-4-/' ot- 
tengo srz2: onde z'ziz^zi^ , e perciò q'^^, e sostituito questo 

valore di j' Tequazione i3jr'*-^"r:(jr-i-6y')« mi dà -^siy-i-Sp , 

cioè jC3— *^, e ars-i =—— , oppure zr:-^ , perchè nella for- 
mula 5%z^ — 23 non essendovi che il quadrato di z, il valore di 
« può essere tanto positivo che negativo. 

Esempio II L 

Sia proposta finalmente la formula i7x'-i-iS. Siccome i 

numeri 17 e i5 non hanno fattori -quadrati , ponendo sn^avre* 

mo l'equazione 

i7/7*==y« — i5y« . 

Si cerchi il numero ische renda n>— iS un multiplo di 17, $i 

troverà 71^:7, e questo è il solo valore soddisfaciente di ts, che 



sia <— Z . Posto perciò >^=7j^— 17?' «i otterrà l'equazione 

p»=ajr*— i4yy'-|.i7f'S 
la quale , poiché Ay« è <iSq* » moltiplicata per % diventa 

onde fatto -^^^ la formula i5z^^-i-a dovrà essere un quadrato. 

Posto pertanto z'=r — , perchè i coefficienti non contengono fat- 
tori quadrati, si avrà T equazione 
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i5r»:z:ya— a5». 

Converrebbe adesso cercare an numero n , che rendesse n>— ii 

i5 
divisibile per i5; ma siccome non si trova alcun numero <— > 

che preso per n soddisfaccia a questa condizione, si concluderà 
che l'equazione i5r»=y«— a** non è risolubile in numeri inte- 
ri , e quindi che la formula iys*«4-i5 non può mai diventare un 
quadrato^ qualunque valore razionale si dia a z. 

Allorché si conosce un solo valore razionale di z ^ che ren- 
de la formula Az^^^B eguale ad un quadrato^ sì troveranno col 
metodo, che abbiamo accennato di sopra, tutti gli altri inlìniti 
valori di 2, e questi saranno in parte interi , e in parte fratti. 
Ma se si volessero i soli valori interi di 2, cioè se si dovesse ri- 
solvere l'equazione Az^^^Bzzy^ in numeri interi, ne nascerà 
un altro problema assai più difficile del primo , di cui ci riser- 
biamo a trattare dopo di avere esposta la dottrina delle frazioni 
continue. 



Fine della Paima Parte, 
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CAPITOLO PRIMO 

Delle Fufmoni in generale. 

65. 

J; inora abbiamo disfinte le quantità cognite dalle^ incognite; 
adesso avremo specialmente riguardo a quella proprietà delle 
quantità, per la quale altre sono costanti , altre variabili. Si di- 
t;e quantità costiuEite quella che ritien sempre il medesimo va- 
lore, e si suol denotare con le prime lettere dell* Alfabeto a, b, 
e, ec; variabile si -chiama quella quantità indeterminata , che 
può prendere tutti i valori determinati , e si esprime con le ul- 
time lettere dell' Alfabeto ^, y, «, ec. Sia proposto di trovare 
due quantità^ delle quali sia data la somma a: è chiaro che 
chiamata x una d} queste quantità , Taltra sarà a— x, e con ciò 
solo sarà soddisfatta la condizione del problema ; e siccome non 
vi resta niente per determinare x^ potrà essa avere qualunque 
valore. Sarà perciò in questo problema a una quantità costan- 
te ^ ed X una quantità variabile « 

Funzione di una quantità variabile è una espressione ana- 
litica in qualunque modo composta di questa quantità variabi- 
le^ e di quantità costanti: co8Ìa-f^x,a-hix-f-ca;*,àr-«^(/'(a"--a?*), 

X 

e sono funzioni di x» Quindi la funzione di una variabile è 
itn^h'essa una -quantità variabile, poiché la variabile poteoda 
Tom. L ao 
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avere qualunque valore, a ciascuno de' quali corrisponde uit va- 
lore della funzione y anche la funzione pcenderà infiniti valori ; 
ne vi sarà alcun valore determinato , che la funzione non possa 
avere. Si danno però alcune funzioni apparenti, le quali riten- 
gono sempre il medesimo valore comunque si cangi la variabi- 

le: tali sono x , i , y che m realta sono quantità co- 

stanti . 

Le varie specie delle funzioni si devono ripetere dai diver- 
si modi, ne' quali sono per mezzo di operazioni analitiche dalla 
variabile composte. Tali operazioni sono la somma» la sottra- 
zione, la moltiplicazione, la divisione, l'inalza mento alle po- 
tenze, l'estrazione delle radici, ed anche la risoluzione dell'e- 
quazioni . Oltre queste operazioni algebraiche ve ne sono altre , 
che si chiamano trascendenti , come 1' esponenziali , le loga^ 
ritmiche , e molte altre cosi dette , perchè trascendono le forze 
dell'Algebra ordinaria, e dipendono dalla quadratura incognita 
di qualche curva. Così, come non sappiamo algebraicamente 
esprimere l'area del cerchio , tutte le operazioni dipendenti dal- 
la quadratura del cerchio saranno trascendenti. Quindi nasce la 
prima e la principale divisione delle funzioni in algebraiche, e 
trascendenti; quelle son composte per mezzo di operazioni al- 
gebraiche , queste con operazioni trascendenti. Qui però convie- 
ne osservare che la funzione non si reputa mai trascendente , se 
r operazione trascendente non involve la variabile. Così se 
chiamiamo e la circonferenza del cerchio dì un dato raggio» 
quantunque questa quantità sia trascendente, pure le funzioni 
c-f-j;, ex sono algebraiche . 

Le funzioni 'algebraiche sono razionali, se la variabile non 
è compresa tra i radicali; irrazionali, se la variabile è involta 
ne'radicaU. Tra le razionali quelle sono intere, nelle quali la 
variabile non ha esponenti negativi , né si trova nel denomina- 
tore delle frazioni che compongono la funzione ; all' opposto so- 
no fratte quelle che hanno la variabile coli' esponente negati- 
vo, o nel denominatore delle frazioni che le compongono . 

Se la funzione X è determinata per la variabile x e costan- 
ti nel medesimo modo, che la funzione I^è espressa per y e co- 
stanti, queste funzioni ^ ed f si dicono slmili: tali sarebbero^ 
le fonzioni a— ^47-+Krj7* , a^y-^y* • Le funzioni simili sono ta^ 
li, che permutate le variabili una si cangia nell'altra. 



Digitized by 



Google 



.D" ALGEBRA P. H. i35 

Qualunque fanzione intera X si può risolvere ne' suoi fat- 
tori: facciamo A^=:o, eie radici di questa equazione siano a, 
i, e, ec; saranno jp— a, a>— 4, jp— e, ec, i fattori della funzione 
X y ed essa ti potrà esprimere per mezzo del loro prodotto. Co- 
sì, essendo X^zAx -^Bx -+-Cx .... -+-T, sarà 

X -♦-— -H .... H ir(a>— a)(^r— c)(a?— rf)ec. ; e quin- 

A A A ^ 

di ^^^(a:— a)(^— i)(a?— e) ec. Mutando i segni a tutti i fattori 
^-w»^ rp— A, ec*, avremo ancora -X==t^(a— :r)(i— ar)(cr— a?) ec; 
ove si deve prendere il ségno -*- o — , secondochè n è pari o di- 
IT 
sparì . Ma per la natura dell* equazioni z±L-jSzabc ... * ;• quindi 

V TTà— ^)(i— af)(o— arlfec. -,/ af\/ sa\f *\ ' t j 

diverse forme adunque una funzione intera si può esprìmere 
per mezzo de* suoi fattori , e questi saranno reali o immaginar]^ 
secondochè le radici della equazione X'szo sono reali o immagi- 
narie . Ma siccome abbiamo dimostrato , che drìle radici imma- 
ginarie due son setnpre tali , che il prodotto de* fattori ,? i quali 
ne risultano, è reale, una funzione intera qualun(]^ue sarà riso- 
lubile in fattori reali del secondo* grado. 

66. 

Aggiuiigiamo a quello che abbiamo detto qualche cosa sul- 
le funzioni di più variabili. Una funzione delle variabili a?, y, 
z , ec. è una espressione formata da queste variabili per paezzo 
di operazioni tanto algebraiche, che trascendenti. Oltre al rife- 
rire a queste funzioni ciò che abbiamo detto sulla diversità del-' 
le funzioni di una sola variabile , si deve particolarmente nota- 
re la specie seguente. Una funzione intera di due o più varia- 
bili si dice omogenea , se le variabili formano in ciascun termi^ 
ne di essa la medesima dimensione y col qual nome s'intende la 
somina degli esponenti delle variabili; eterogenea se la dimen- 
sione è diversa. Le funzioni intere omogenee si dividono in spe- 
cie secondo la loro dimensione : così ax-i-&y-f*cz-t- ec. è la for- 
mula generale delle funzioni intere di una dimensione, 
ax^^xy^y^^^xz-^yz^fz^^ ec. è la formula generale delle 
'funzioni di due dimensioni, e così in seguito. LacosUnte^it poi 
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fti chiama una funrione di nessuna dimensione, perchè si pu6 
supporre iinoltiplicata per x^ . Le funzioni fratte saranno omo- 
genee , se avranno la medesima dimensione in tutti i ternùni 
del numeratore, e la medesima in tutti quei del denominatore, 
e la dimensione della funzione sarà eguale alla differenza delle 

dimensioni del numeratore e del denominatore » Cosi ^ "^^ ^ , 

è una funzione omogenea di una dimensione, ^ — ^ è dì tre 

dimensioni , ^ ed — sono funzioni di ninna dimensione, 

r- di ^i dimensione , ^-^ dì —3 dimensioni . Riguar- 

do alle funzioni irrazionali, se X è una fìinzione omogenea dì 

n dimensioni , sarà [/X una funzione di — » dimensioni , ly^ X 

Jt ^ 
di 7/» dimensioni, e in generale A" ^ di -^/t dimensioni • Così 

|/(ir»-H)r*) è una funzione dì una dimensione, 1 /^(j"-*-^j)* è 
di— dimensioni, _Z di ninna dimensione, 

5 — ZsLjf di —I dimensione. 

Uome le funzioni intere di una sola variabile x si risolvo- 
no in fattori della forma a^x , così le funzioni intere omoge- 
nee di due variabili ^ , j si possono risolvere in fattori della 
forma ay-^x. Infatti se in una funzione omogenea dì n dimen- 
sioni facciamo j=:;ux, essa diventerà il prodotto della potenza 

X in una funzione intera della variabile u; poiché mediante 
questa sostituzione la dimensione di x crescerà in ciascun ter- 
mine della dimensione di y ; e come le dimensioni di ar ed y 
prese insieme erano n in ciascun termine, adesso avrà x n di- 
mensioni in tutti i termini, e perciò la funzione sarà divisibile 

per X , ed il quoziente comprenderà la sola variabile u . Sìa V 
questo quoziente , il quale sì potrà risolvere in fattori della for- 
ma au^, ed i fattori della funzione proposta Vx saranno del- 
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la forma aux-^x^ cioè ay^x^ perchè uxssy. Quindi la forma 
generale delle funzioni omogenee intere di due dimensioni sarà 
{ay^x)(cy'^x) y quella di tre (ay-4-Aa?)(cj-Hrfrr)(eyWx) , ec. 

Riguardo alle funzioni intere di più variabili si deve anche 
notare la loro divisione in ordini ^ nella quale Tordine è deter- 
minato dalla massima dimensione , che s'incentra ne' termini 
della funzione. Così a:"-i-y*— ^ar-»-iy-4-c è una funzione del se- 
cond' ordine 9 ary'— «y"-»-ij;y— ca?* è una funzione del quart'or* 
dine. 

Finalmente delle funzioni intere altre sono complesse^ al^ 
tre incomplesse. Complesse si dicono quelle, le quali si posso- 
no risolvere in due o più fattori razionali : tale sarebbe la (un" 
zione j^— a<j9H-aaia7-*-^'j7'-«-aacj-*4*2iic4r— «'» perchè è egua- 
le al prodotto (j'-mij— ^jp-k)(j^'— aj-i-&a>— o); tali ancora sono 
le funzioni omogenee di due variabili, perchè si possono risol- 
vere in fattori semplici. Si comprende facilmente, che le fun« 
zìo ni sono incoroplesse, quando non si possono risolvere in faU 
tori razionali . 

CAPITOLO IL 

Delle quantità esponenziali y e de' logaritmi. 



Siccome l'indole delle funzioni algebraiche abbastanza si co- 
nosce da ciò che ne abbiamo detto nella prima Parte , prendia- 
mo a considerare qualehe funzione trascendente , e in primo 
luogo parliamo delle quantità esponenziali, e dei logaritmi. Si 
dicono quantità esponenziali quelle potestà che hanno l'espo* 
nente variabile » e siccome per mezzo di qualunque operazione 
algebraica le quantità non possono ricevere che esponenti co- 
stanti y le quantità esponenziali si devono riporre tra le tsascen- 
depti . Varie sono le specie delle quantità esponenziali , come 

^ X X 

^ %y yO^ y y * y «e. , secondochè è variabile il solo 
esponente 9 o anche la quantità elevata, o l'esponente medesi- 
mo è una quantità esponenziale • Consideriamo particolarmente 

la funzione a , il valor della quale dipende e dal valore di x^ 
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« dalla grandezza della costante a. Perchè se a=ri , sarà sempre 

a z^i qualunque valore si dia ad x; ma se a>i , il valore di a 
crescerà al crescere di x, finché posta xiizco (con questa carat- 
teristica s'indica un valore infinito, o sìa maggiore di qualun- 
que quantità data) anche a diventerà infinita. Posta d7=:o, sa- 
rà a =1 , e se :r diventa <o , o sia negativa, il valore di a^ an- 
drà sempre decrescendo, finché posta ar=r— oo diventerà a ^o . 
L'opposto avviene se a<i , ma in ambedue i casi il vaiare di 

a non diventa mai negativo • 

Sia dunque yz2a , sarà y una funzione di x, e qualunque 
valore si dia ad j;, ne nascerà un valore determinato di j. È 

chiaro che sarà y ria , y :=a ^, ed in generale y'^zna"^ , e 
presi per n dei valori fratti o negativi sarà 



I 



l/y=a ,p^jr=a , -.=a , —=a , — =a 

— -1 * 

— T- =:a a , .- — - — =» 3 , ec. Inoltre se avremo anche 

«=a*, sarà yic=«^^ , J=a^^ . 

68. 

Siccome dato qualunque Talore di x si può trovare il vaio* 
ve corrispondente di y ; così ad un dato valore di y corrispon- 
derà un valore di x tale, che sia o^'=y. Questo valore di x si 
chiama il logaritmo di y, e si denota così, log. j; onde se avre- 
mo ancora a =M, sarà a=r log.t*. La quantità costante a si 
chiamala base de' logaritmi, determinata la qual base il loga- 
ritmo di un numero y è queir esponente x della potestà a » i( 
quale rende a =y. Qualunque numero però si prenda per la 
^ase a, sarà sempre log. i::=o; poiché se nell* equazione a^=y 
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poBglìiamo jdzi , dovrà estere j;=log.i=:o. Se a sarà >i , ì lo- 
garitmi de'numeri maggiori dell'unità saranno positivi; così 
log. azzzi y log. a'=i;a, log. a*zziy ec. Onde se non conosceremo 
la base a, potremo determinarla dal sapere/ che il di lei loga- 
ritmo dev'essere egu^e all'unità. I logaritmi dè'numeri miao- 
ri dell'unità sono negativi ; così log. — =5-^i , log.— =z— a , ec. 

Il contrario avviene, quando la base a è minore dell'unità. 

Posto log. yzziXy sarà log. y^:^2x , log. y*zz'ix , e general- 
mente log. y zznxzmlog.yy cioè il logaritmo di una potenza 
y è eguale al logaritmo di y moltiplicato per l'esponente n ; e 
quindi log. l/j=^ log.j, log.-^^ Inoltre se 

log.y=::x, e log. irrzz^ siccome y:^a^ ^ ed ii=a , avremo 

log. j7/=x-f-2=Iog. j-4-Iog.Uy cioè il logaritmo di un prodotto ò 

eguale alla somma de' logaritmi de' fattori: e similmente 

log, — :=j>— «rrlog.y— log.a, cioè il logaritmo di una frazione è 

eguale alla differenza de' logaritmi del numeratore e del deno- 
minatore. , 

Apparisce dalle cose precedenti, che alcun numero non ha 
logaritmo razionale, eccettuati quei che sono potenze della ba« 
%^ a. Se adunque il numero h non è potestà della base a, egli 
non avrà logaritmo razionale; ma non lo avrà neppure irrazio^ 
naie , perchè chiamato p questo logaritmo irrazionale sarebbe 

cF'^b^ lo che non è possibile se i numeri a e b sono razionali. 
1 logaritmi adunque noii potendosi in generale esprimere né ra- 
zionalmente né irrazionalmente , si pongono a ragione tra le 
quantità trascendenti . Ma siccome i logaritmi sono di un gran- 
de uso per abbreviare i computi , perciò è stata cura di alcuni 
lo esprìmerne il valore per approssimazione , e con incredibile 
fatica da Brigg ed Ulacq sono state formate le tavole de'loga-^ 
ritmi per la base io. Il loro metodo era appoggiato ai seguenti 

principj : posto log.;yr=j7, e log. m:=35, sarà log.(/yM= ^; on- 
de se un numero dato b è compreso tra i limiti per esempio a^ e 
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»• y che hanno i logaritmi 2 e 3» preso il medio proporzionale 
ii^]/a tra a> ed a* , del qual medio proporzionale il logaritmo è 

— , il numero * sarà contenuto tra a* ed a^i/a^ o tra a^{/a 

ed a' . Nell'uno o nell'altro di questi orni sì prenda dì nuovo 
il medio proporzionale, ed i limiti diventeranno sempre più vi- 
cini, fioche poi finalmente la loro differenza si farà minore di 
qualunque data quantità, ed il numero proposto sì confonderà 
con i limiti. E come per ciò che abbiamo detto son dati i lo- 
garitmi de' limiti , si troverà^ anche il logaritmo del numero 
dato b . 

Poiché tanti sono i sistemi de' logaritmi, quanti diversi va- 
lori può prendere a, e ne può prendere infiniti, perciò i sistemi 
logaritmici sono infiniti. Ma dai logaritmi computati per un da- 
to sistema si possono facilmente dedurre i logaritmi per qualun- 
que altro sistema . Sia la base di un sistema =a , dell* altro =&, 
ed il logaritmo di un numero qualunque n sia nel primo siste- 

ma zrpy nel secondo ^zq\ sarà a^-ssiiy b^:=n, e quindi o^ ^db . 

Perciò la frazione £ ha un valore costante, cioè sta /^ a ^ in 

un rapporto costante, qualunque sia il numero n. Cosi dai lo- 
garitmi computati per la base io si potranno dedurre ì loga- 
ritmi per qualunque altra base, per esempio per la base ^i es- 
sendo per la base so, log« 0=30, SoioSoo, e per la base a, 

log.a=i , saràp: ^sro, SoioSoo: i, onde y=-^2_.= 

5,3^19277 . p . Se dunque i logaritmi comuni si moltiplicano 
per 3, 3219277, ne verranno i logaritmi per la base 2. 

Essendo/^ e q come sopra, siano r ed j i logaritmi di un'al- 
tro numero m, il primo per la base a, il secondo per la base b; 

e siccome le frazioni £ , — hanno il medesimo valore , starà 

p : rznq : s ; onde in qualunque sistema i logaritmi di due nn- 
meri hanno tra loro il medesimo rapporto. 

I logaritmi sono di un grandissimo uso ne'calcoli numeri- 
ci ; infatti col loro mezzo la moltiplicazione e la divisione si 
oangiano in somma e in sottrazione. Se per esempio sarà daU U 
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quantità a^oyc ^ jj j. j^j valore "si troverà comoda- 

mente cosi: presi i logaritmi ayrassi 31og.a-Hlog.i-+-— log. e 
— ^log. e — -s-log.a— -j log.c— — log.rf, alla qual somma di loga- 
ritmi «e si cercherà nelle tavole il numero corrispondente, egli 
sarà il valore della formula precedente. 

Dai logaritmi dipende la risoluzione dell* equazioni espo- 
nenziali. Così se abbiamo l'equazione e zdb, prendendo i loga-« 
ritmi avremo xlog.cnlog.i, e perciò a7=|-^, e qui possiamo 

servirci di qualunque sistema, perchè ■ . ■ ha in tutti il mede-» 

«imo valore . Così ancora se fosse data l'equazione e :=i, avrem* 

mo primieramente e log.c=log. ft, e prendendo di nuovo i lo» 
garitmi ^log.«-t-log.log.c=:log. log.i, e quindi 

I log. h 
log.log.ft-log.log.c _ "^g-T^ ^ g ^^^3i ^^Yle altre . 
log. e log. e 

I logaritmi comuni , che hanno la base =io, sono sopra gli 
altri sistemi molto utili per ciò, che diremo. Qualunque loga- 
ritmo è composto di un numero intero , che si chiama Caratteri^ 
stica, e di una frazione decimale, che si dice Mantissa. Ora 
siccome i logaritmi de'Qumeri contenuti tra o e io son com- 
presi tra o ed i , la loro Caratteristica sarà o; e similmente i 
logaritmi de' numeri compresi tra io e ice avranno la Caratte- 
ristica =1 ; ed in generale la Caratteristica sarà di una unità 
minore del numero delle cifre, che compongono il nùmero da- 
to. Onde dal logaritmo dato si conoscerà subito dì quante cifre 
è composto il numero che gli corrisponde , e se la Mantissa man- 
tenendosi la medesima si accrescerà la Caratteristica, il nume- 
ro corrispondente verrà tante volte a moltiplicarsi per io, quan- 
ta è la differenza delle Caratteristiche . Così ai logaritmi 
3,9130187 , e 6,9130187 convengono i numeri 8i85, ed 8j85oco» 
ed ai logaritmi 2,9180187 , e 0,9180187 corrispondono i nume- 

Tom. I. ai 
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ri 8iB,5y ed 8, i85. Dalla Mantissa adunque gi conosceranno le 
cifre che compongono il numero, e la Caratteristica ci mostre- 
rà, quali di queste cifre si devono porre tra i numeri interi. 
Così dato il log-aritmo ^,7603429 , la Mantissa ci dà le cifre 
5758945, e la Caratteristica determina questo numero ad esse- 
re 575,8945 . 

CAPITOLO III. 

Delle quantità trascendenti che dipendono dal cerchio . 

69. 

Jl rendiamo adesso a considerare un'altra specie di quantità 
trascendenti , le quali traggono la loro origine dal cerciiio . Sia 
dato il circolo BFL {Fig. 1 ), il di cui raggio supporremo sem- 
pre =1 , e la mezza circonferenza BFLrzp^ e si prenda un arco 
Qualunque BC^zx , poi dai punti C e 5 si tirino le rette CD , 
(£ perpendicolari al diametro BL^ e dal centro A la retta AC^ 
che passi per C, ed incontri in E la perpendicolare BE : le ret- 
te CD y ADy ÈE^ AE si chiamano respetti vamente il senOy il 
coseno, la tangente , la secante AeW 2ìtco BCz^Xy e si denotano 
così ; CD^=Ben. x , ADncos.x, J gjg=tan g . x , AE ^isec. x . Posto 
ciò è chiaro primieramente che sen.x>-t-cos.x^=:i, qualunque 
sia l'arco x^ poiché AD^-^D^z^AC^ . Inoltre i triangoli simi- 
li ^2?C , ^5£ ci danno ^Z? : CZ?=:^5 : J5£, ^Z? : ^C=^5 ; ^E, 
cioè cos.J7:sen.:r=i:tang.^, cos.x: i=i:aec.:r ; onde si dedu- 
ce tang, arrr— ^ e sec.orr . Se l'arco x è <— />, cioè mìno- 

re della quarta parte della periferia, il di lui seno e coseno so- 
no positivi: ma se rr è contenuto tra i limiti -j9, ejv, in modo 

che sia af>^p^ e Kp^ allora il seno sarà positivo, ma il coseno 
negativo perchè voltato in parte contraria : se x avrà per limiti 

jP» e ^py tanto il seno che il coseno sarà negativo ; e finalmen- 

3 
te se X è contenuto tra — /?, e ap, il seno sarà negativo, ed il 
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coseno positivo. Tutto questo è evidente dalla figura, ed inol- 
tre chiaramente apparisce » che se l'arco x mantenendo il suo 
valore diventa negativo, il seno manterrà il suo valore ma sarà 
negativo 9 il coseno poi sarà positivo; cosicché avremo 
sen.— ì:=>- sen.x» e cos.— jcacos.x. 

Sia F il punto che divide la mesza circonferenza BFL in 

parti eguali y cioè sia l'arco BFsz-^ ^ e condotta la tangente 

FC, che incontri in C Ja secante AEy chiameremo FG la co- 
tangente dell'arco BC, ed j4G la cosecante del medesimo arco. 
Tirata CH perpendicolare al raggio ÀF è evidente dalla figura, 

che COS. rr=8en.(— /?— X j , e sen.«=:cos.l— /i^— a? ì; di più i trian- 

goli simili AFG, ADC ci danno cot.ar=i — ^= , e 

" sen.x tang.j:' 

cosec. J7= . Se adesso facciamo ac=— », sarà sen.— »z=i , 

COS.— /?=io, tang.— /?=r— ^ao , sec— /?=oo , cot.— /c=o, 

cosec— /?=:i . Se xz=py sarà sen./c=Oj cos. /?=r— i , tang./y=:o, 

sec./?i=— I, cot./=-*co , cosec./c=oo . Se xzz^p^ sarà 

3 3 3 3 

«en.— /c=— I , COS.— jucio, tang.— /?=3— od , sec.— /wis— co , 

3 3 

cot. — /?=:o, cósec. --pzs^i . Se finalmente a:=:ap, sarà sen.Ap=:o , 

COS. 2/7=1, tang.2/>=:o, sec. a/n=:i, cot.Aj9=:oo, cosec.a/czoo .' 
Quindi apparisce che tutti i seni e coseni sono contenuti tra i 

limiti -f-i e —I . Sia adesso xizi-rp^^o^y ed a motivo deli'an- 

4 
golo BAC semiretto sarà CDzzAD, cioè sen.o^^cos.^, e quin- 
di Asen.x'=ri , e sen.:r=icos.:r:z-^r- ; nel medesimo caso la tan- 
gente sarà =1 • Se xzz-^jpczòo^ , condotta la retta BC sarà il 
triangolo ACB equilatero, e perciò il raggio AB sarà diviso per 

mezzo in D, cioè sarà cos.a;= — , e T equazione 

*_i/3 

sen.a?^ H-«os.a?'=i ci darà sen.:n=^- — • 
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Dati i seni ed ì coseni di due archi j ed ^ si debba adesso 
trovare il seno ed il coseno della loro somma. Sia {Fig. 2 ) l'ar- 
co jBCiry , CE-nx , e tirate le rette CD ^ EH perpendicolari al 
raggio aB , ed EF perpendicolare al raggio AC sia G il punto 
d'incontro delle rette AC y EH ^ sarà CDz^sen.y-y Alhzcos.y, 
EF=sen.x, AFzzcos.a:, EH=EG^GH=seu.{y^x) , 
AH=:co8. (y-Ha:) . I triangoli simili EFG , CD A ci danno 

EG:EF=AC:AD, FG:EF=CD:AD, e quindi EG= ?^^, 
p^ ^jen.yX^n.x ^j^^_.^j,_ jr^^ cos.yXcos.ar-sen.yXsen.jg 

cos.j cos.y 

Ma dai triangoli simili AGH.ACD abbiamo AH : AGzzAD : AC, 
GHiAG=CDiAC\ sarà dunque 
^/fcr^GXcos.yrzcos.yXcos.x— sen .yy^en^ , 
nrt^ jny..^ j ^sen.yXcos.rXcos.x-iiìTr Xsen.o; ^ ^ 

cos.y 

frr-— I7i-r ryrr v> 8en.T(l— Sen.y") 

£/i==JS;G-4-Gif==sen,yXco8.j7-i i ^LJ. 

cos.y 

=:s6n.yXcos.a7-4-sen.a:Xcos.y. Onde avremo 

sen.(y-Hj;)^sen.yXco8.ar-4-sen.xXco8.y , e 

cos.(y-Har)r=co8.yXcos.a?— -sen.yXsen.o; . 

Ponghiamo in queste formuley— a: in luogo diy , ed avremo 

sen .y=:sen . (y— ar)Xcos.ar-4-sen . ìtXcos. (y— a?) 

cos.y^co8.(y— x)Xco8.a:— sen.a:X«cn'(y— a;). 

Dalla prima equazione moltiplicata per cos.o? si sottragga la 8e^ 

conda moltiplicata per sen^rr, e si avrà 

sen.yXcos.ap— 8en.arXcos.y=sen,(y— j?) . 
Ora alla prima moltiplicata per sen.o: si aggiunga la seconda 
moltiplicata per cos.:», e si otterrà 

cos.yXco8.x-hsen.yXsen,a:=:co8.(y— ap) . 
Queste formule, che ci danno il seno ed il coseno dell» differen- 
za di due archi 9 possono subito dedursi dalle prime, se si os* 
serva, che cangiata x in —a;, il seno diventa negativo, ed il co- 
seno si mantiene lo stesso • 

Se supponghiarao y successivamente :r— /?,/>, — /?, ap , a- 

vremo 
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Ben.C^p-^x\= cos.x seni^/>— a: V= cos.a? 

cos.l— />-KpJ=z— sen.a? cosJ— />— a?l=: sen.x 

gen. (/^-Hx) =— sen.rr sen. (/?— a:) = «en.or 

^ C08. (/M-ar) =—008.:» cos. (/^— J?) =— cos.o: 

senY— />-4-a:)=— co8.a' aeni-^p— a?ì=— C08.a: 

co8.(--/7-«-:r ]= Ben.x co8.l-— p— ^Ì=J— ««n.a: 

8cn. (2/M-ar)= 8en.a? sen. (ap-Kr)=>— sen.x 

COS. (a/M-d?) =: cos..af cos. (up^x)= cos.o; . 

E se si riflette, che è sempre 8eD.a/ip=o, e cos.2,np=i , qualun- 
que numero intero poMtivo o negativo si prenda per n , si trove- 
rà essere 

9en.(^^-^p:ìzx\=i cos. a? 

co8Y^2±I^;dtJF^=r::T:««n.« 

,; sen./^^^/?d:xj=iqp8en.a? 

C08.(3l!l!!l5jj;d:a7j=3— co8.ap 

sen . f 42±.^n±j7 ^=— co8.a? 

co8.(^2ÌZp:±:a?V=:±:8en.a; 

seìì,(^^^p±x\=^:Ben.x 

co8.(^^^ — 5/?^:ur J:= cos.or . 

Se nei valori di sen.(y-i-ar) e di co8.(y-i-J?) facciamo yzrjp, 

avremo 

8en.aj:=2sen.arXco8^ 

cos.aiTizcos.a?*— 8en.-a:*=:acos.a:*— I . 

Similmente se ponghiamo y=ax, otterremo 

gen.3j;==8en,aa:Xoos.afH"Sen.j:XcQ»'^^''^ =3sen. >TXco»;^-""S^°'^* 
eog.3jp= cos.ajcXcos.j:— sen.aarXsen.j7=co8 0?*— 3sen.a;*Xco8.x . 
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Neiristesso modo 9i esprimeranno i seni ed i coseni degli archi 
multipli per i seni ed i coseni degli archi semplici y e sarà in ge- 
nerale 

sen. nx=Jtco».a; X»®^*-^— -^ -h ^os.a: Xsen.o:* 

n(«— i)(7i— a)(?i— 3)(w^)— — »^5^^ ^ 

-♦- -^ a X R ^ cos>x Xsen.o;^— ec. 

n , o . ^ • o 

cos.7>:c=cos.ar ^ K^os.a? X^Q-^ 

?i(«— i)(n— a)(B— 3) »— 4.^ ^ 

H — 2 — — ^7 -'cos.ap ^8en.x*--ec. 

a . d . 4 
le quali formule in seguito si dimostreranno accuratamente • 

Facendo a:=:— y nei valori di sen.(y— jp), e di cos.(y— ar) , 

avremo 

sen.— ;y=sen.yXcos.-^-^en .— yXcos.y 

COS.— yiscos.yXcos.— y-Hsen.jXsen.— y . 

Aggiungendo la prima equazione moltiplicata per cos.— y alla 

seconda moltiplicata per sen.— y otterremo 

asen.— yXcos.— yssen.y, cioè cos.— yr=-f£2l3L , il qual valo- 

asen.— y 
a*' 

re sostituito nella prima equazione ci darà 

asen.— y sisen.y^-— asen.— y X^os.y . 

onde si deduce sen.— y=:— --ff^ìlZ. :=l/ iZ^^lZ, e quindi 

^ l/(a-Hacos.y) V a 

COS.— y=j/^ ^ . Dato adunque il coseno di un arco si 

trova il seno ed il coseno della di lui metà • 

Essendo la tangente ^uale al seno diviso pel coseno» sarà 

sen.r sen.jc 
/ v.sen.yXcos. j:-4-8en.a?Xco8.y ros.y cog.r 

""cos.YXcos.x—sen.xX8eQ-y ~j ^^" -^ \/ ^^"'^ 

ccM.y cos.x 
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^^ tang.y-Htang.x 
"" 1— tang.yXtang.a? * 
e similm^te 

tang.(y— j?)s=: slZZ! — E: — . 

i-t-tang.jX^&Qg*'^ 
Facendo nella prima formula xz=y avremo 

atang.jr 

^' y^i — (tang/)* ' 
e ponendo nella seconda xn—y otterremo 

tang.j— tang.iy 



i^tang.jXtang.— j 
cioè 

tang.^3r-f.tang.yx(tang.-^y==tang.y>--tang, ^ , 

onde 81 deduce tang.J^yr^^'-^^^^gy')--'-^-^^^ '^^"^ , 

:, • a tang.j sen.y i-HCos.y' 

per mezzo delle qtialì espressioni dalla tangente aata di un ar- 
co si trova la tangente dell'arco doppio, e. della metà del mede- 
simo arco. Se paragoniamo tra loro le formule precedenti, ne 
otterremo molte altre, che sono di un grandissimo uso neir A- 
nalisi« Si veda V Introduzione del Sig. Euler. 

' 7^- 
A questi principi è appo^ato il calcolo de' triangoli, che 
qui brevemente esporremo • Si abbia in primo luogo un trian-* 
golo rettangolo ABC (Fig. 3.) e sia A l'angolo retto. Presa 
Clhzi f si descriva con questo raggio un cerchio , il quale in- 
contri in E il lato BC9 e condotte ad AC le perpendicolari 
DG, JEF, sarà £ J!=sen.C, (poiché Tangolo C, e l'arco DE 
misura di lui hanno il medesimo seno, coseno, ec) C/bscos.C, 
iJGzrtang.C . Ma i triangoli «imili ABC ^ FEC, DGC ci dan- 
no AB:AC=DG:DC, AB:BCz^F:EC, AC;CBz=CF:CE; 
quindi in qualunque triangolo rettangolo è sempre 

AB AC AB 

^^=rsen,C=:cos.B,2^=cos.C=rsen.5, -j^=:tang.C=:cot.JJ . 
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Sia dato adesso un triangolo qualunque ABC (Fig. ^)^ A 

tiri dal punto B la retta BD perpendicolare ad AC, Sarà * 

BD n, BD . x ri .#— ' ' 

•^=860. C, -vg^ssen.^, e perciò sen.C:8en.^=:-^ : —^ 

zzAB : BC, cioè in qualunque triangolo i Iati sono come i seni 

SU BD 

degli angoli opposti . Inoltre sarà tang.C=:^^; ma-— =z8en.-^4, 

yiD 

-jg^zcoè.Ay e perciò BD::zABy(fien.A^ AC-^DzzABcos.A : 

saràdunaue tang.C= ^^^^n. Finalmente abbiamo 

_^ __^ AC'-'ABXcos.A 

BC2=BD^CD^=AB^^AD^^{AC^AD) « 

= AB^'^AC^'^^ACy,AD=AB^'¥'AC^'^^AC)(,ABy(,co%.A ; on- 

de sarà coi.Arz _— - — ■— . In queste poche linee è con- 

tenuto tutto ciò, che appi^rtiene alla Trigonometria rettiiinea, 

CAPITOLO IV. 

Della evoluzione delle funzioni in Serie « 

7'- 

./jLlIorchè la formula 

A-^Bx^Cx^-^-Dx^^Ex^^ec, 
è composta di un numero finito di termini , rappresenta sempre 
una funzione intera di x. Ma se il numero dei termini è infini- 
to, in tal caso può esprimere una funzione qualunque fratta, o 
irrazionale 9 o anche trascendente . Abbiamo già veduto che si 
potevano ridurre ad una serie infinita i radicali di qualunque 
denominazione: adesso insegneremo a svolgere in serie le fun- 
zioni fratte, e le funzioni trascendenti che dipendono dai loga- 
ritmi e dal circolo. Prima però si osservi, che data l'equazione 

A-^Bx-^Cx ^-^Dx « -t-ec. z=a-4-ij7-M?a? "-f-rfar • -♦- ec, 
ove X è una quantità variabile, ed A^a^ B, i, ec. quantità co- 
stanti, sarà sempre Azzui^ Bz:zb, Czrc^ Zfc=rf,ec. , cioè saranno 
eguali tra loro i coefficienti della medesima potenza di x. Poi- 
ché dovendo T equazione data aver luogo qualunque sia il va- 



Digitized by 



Google 



D* ALGEBRA P.II. 169 

lore di x, sugsisterà anche quando xrro, cioè sarà A^iui. Si tol- 
gano da una e dalP altra parte le quantità eguali^ , a , e l'equa- 
zione divìsa per x diventerà 

-B-»-Cx-i-I?a?»-i- ce. =ft-i-CJ:-Wx*-i-ec. 
e col medesimo discorso dimostreremo che B^db ; e così in se- 
guito . 

Ciò posto sìa data in primo luogo la funzione fratta - ' , 

e ponghiamo 

^zA'^Bx'¥4Jx^^Dx^'^Ex^^ec. 

ove j4 ^ By C , ec. sono quantità costanti. Moltiplicando per 
m-'Mix avremo 

azzAm-^BmX'^Cmx'^-^Dmx^'^Emx^'^tc. 
-^Anx-^Bnx^ -^Cnx* -^Drix^-^ec. 

e quindi sarà Arniza^ cioè Azz — , e le altre quantità B, C^ec. 

si determineranno con fare =0 i coefficienti di ciascuna potestà 
di x; onde avremo 

mB-k~nAzzo 

mC-'MiBzzo 

mD^nCzzo 
ec. 
Pertanto qualunque coefficiente Q si conosce dal precedente P, 

poiché è sempre inQ-i-7iJP=o, cioè Q= . Sarà dunque 



=: -OP-f- 07*— — -X«H-CC. 

ni'^iix m m* w* m* 



nx 
m 



la qual serie si chiama geometrica ^ perchè qualunque termine 
sta al seguente nel rapporto costante di 1 : — ! 

Viceversa se sarà data la serie infinita 

„ a an an^ ^ n/i» . 

/€=—-•- ^rc-f- 0:»— x'-i-ec. 

m m» m» m^ 

sarà Ifcr ; questa espressione si chiama la somma della 

serie. Se si volesse la somma della serie fino al. termine 
Tom. /. , aa • 
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fl-4->x-i-ec. A B ^ rk 



ed in generale 

a-^r-Hdc. • ^ B C 
= — -♦- -f- -f-ec. 

a;^(TO-H#;a:-i-rj?"-+-ec.) x^ x^"^ J^ 

Abbiamo veduto che le funzioni irrazionali ri riducono in 
serie per mezzo del Teorema Nev\?torùano\ non ci rimane adun- 
que per questa parte 9 che a dimostrare il medesimo teorema , 
che allora abbiamo per induzione dai casi particolari dedotto. 
Ponghiamo adunque 

(i-»-a7)'*=ri-i-^j?-H5:c»-4-Car»-i-ec. 
ed avremo 

(i-f-a:) =i-H2^:r-i-^»ar»-i-aCa?* -i-ec. 
-•-a.Ba7*H-a^Ba: *H-ec. 

Ma (i-Kc) r:(i-*-aa:-t-a?*)'*; onde ponendo aa?-4-x* in luogo di 

X nel valore di (i-i-.r) avremo ancora in altra forma 

(i-i-jr) =i-i-2^a7-t- y<x«-i-4Bac»H-ec. 
-H4Ba7«H-8CT»-Hec. 

Se paragoBÌamo tra loro questi due valori di (i-«-x) otterremo 

>4»^a&:^H-4S, aC-Ha^Bi4B-H8C, ec. o sia B^^^^ , 

C=: "^ , ec. Resta a determinarsi il valore di -4; ma essen- 

do (i-i-x)'*=i^-^x-4-ec. ed(iH-JF)^'*=f-Ha^a:-4-ec., è chiaro il 
valore di A essere una funzione tale di /», che diventa doppia, 
quando 6Ì prende ao invece di n . Sia dunque 
>f=a-f^n-i-c/»^-Haf/zSH-ec., e sarà ay4=a-i-aAn-i-4c»*-*-8rf«*-»-ec. 
=2£M-2^/i-i-2c^*-i-2^/t^-«-ec. ; onde a=:c=:rf=ec.r=o, ed A^zbn. 
La costante b si determinerà se ai rifletta, che posta uni, è 
vzzi^x^ e perciò fcri , ed -4:^a . Sarà dunque 
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^ ^n(n— 0(/i— a) 






e quindi 

^ ' a a . o 



Ponendo x=— , ne verrà 
a 

(h\n h n(/i— i) h^ «(/i— i)(yi^a) *» 
IH — ) =i-wi — I— ^ ^•-T-<— ^ ^^ .'.— -f-ec. 
a/ a a a> a.o a* 

« moltiplicando per a 

-H"<"~'^'r''^a""^&'->.ec. 
a . o 

come abbiamo insegnato di sopra. 

Abbiamo uno dopo Taltro determinati i coe£Bcienti A^By 
C, ec, e ne abbiamo dedotto per induzione, che la medesima 
legge ha luogo anche ne' termini seguenti. Per toglierci ogni 
dubbio sopra di ciò si rifletta , che il valore dì ^ è =:/i« e quan- 
do ti è un numero intero positivo, e quando ti è qualunque . 
Gli altri coefficienti J3, C, ec. sono determinati dalle stesse 
equazioni tanto in un caso, che nell'altro; e quindi saranno 
sempre della medesima forma. Pertanto, siccome la continua- 
zione della legge è stata dimostrata, allorché n è numero intero 
e positivo, essa avrà luogo egualmente^ qualunque sia il valo- 
re di n. 

78. 

Passiamo alla evoluzione in serie delle funzioni trascenden^ 
ti, ed in printo luogo parlando de'logaritmi cerchiamo una se- 
rie infinita, che esprima il valore di Jog.(i-i-^). Sia 

log.(j-f<p)^'j:-i-/a?*-i-ma7*-»-«ar*-i-ec. 
ove è stato omesso il termine costante , perchè essendo log. j=o, 
la serie deve svanire quando xzuo. Se adesso ponghiamo slx^^x^ 
in luogo di Xy avremo 
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log.(i-»-aa?-t-a;*)=:2Ax-4- Aar"-H4'ar*-4- /a:*-t-ec. 

Ma log.(i-|.2a7-4-jfa)=log.(f-t-a7)«=r2log.(i-t-a7); quindi avremo in 
altra forma 

log . ( 1 -4.2a;-i-:r ^ )zr2 AacH-a/ar * H-a/wa: * h-271^ ♦ -♦- ec . 
Dal paragone di queste due espressioni ne dedurremo 

Ir Jq 

k-^2,l:=:Q ^ 4^-f-'6/?n=:o , /-f-iaw-f- 14/1=0, ec. , cioè fcr— — ,/»z=-^, 

K=: — —-, e quindi 

1 / \ // ar» • X» ar* j* \ 

log.(iH.j7)=i^j7--^-».— -— ^— -ec.j , 

ove k resta indeterminata per esprimere gì* infiniti sistemi dì 

logaritmi . 

Posta —a? in luogo di x sarà 

1 / \ ,/ ar» a:» J-^ ar* \ 

log.(i— a:)=— A:[a;H h— -h 1— ^-»-ec. I 

« log.-— =log.(i-f.a7)--log.(x— %r):=2*;(x-»-^-4--r-'^ec. ì . 

Se facciamo hzzii , avremo quei logaritmi , che si chiamano 

naturali^ q iperbolici^ i quali saranno cosi espressi: 

% , V x^ x^ x*^ x» 

log.(,H.x)=r- -H-y— ^ -1.3— ec. 

,^ , V / ara a:« a:* X* \ 

• l0g.(i-^)=-.^:i7-4. — -Hy-Hj-«-^-Hec.J 

1 '**"^ / a?» ar» a:» \ 

log. srajjf-i— — -I--7--4- i-ec. 1 . 

Vediamo adesso, come dalla base a dipenda il numero A . 
Essendo log.a^i, se facciamo ì-»-a:=«, avremo 

\ s^ ò ^ / 

Per ottenere adunque il valore di A, che conviene ai logaritmi 
comuni, dovremo fare azziio^ onde verrà 

f oa O» Q* 

A -^ a 4 4 
Ma essendo questa serie divergente , cioè i di lei termini andan- 
do crescendo, non ce ne possiamo servire per determinare il va* 
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lor di A: . Facciamo perciò-— -=a, ed avremo ^rr:-^^, e quindi 
1 /a— I (fl— i)* (a— i)* \ 

T-=^ ( «-ih — t; -^i — n -•-*«5' f 9 

k \aH-i d(a-*-i)» 5(a-f.i)» /' 

e ponendo azzio 

k Vii 3.JI» 5. 11 * / 

ì termini della qual §erìe vanno sensibilmente decrescendo , e 
però aommandone alcuni troveremo il valor prossimo di A;, e 

sarà -r^=a,3o258, e X:=Oy 434^9* 

Sia y il logaritmo iperbolico dei namero i-4><r, ed u il lo- 
garitmo del medesimo numero per la base a; sarà 

X» X* X* 

•^ 3 ;J 4 



, / x» X» ar* \ 



Quindi uzzJcy y e A:=— ; onde il numero k per la base a è egua-» 

le al logaritmo di qualunque numero in questa base divìso pel 
logaritmo iperbolico del medesimo numero. Se dudque faccia- 
mo questo numero ^ui, sarà uzzi , e k eguale air unità divisa 
pel logaritmo iperbolico della base a . Trovato una volta questo 
numero A:, se tutti i logaritmi iperbolici si moltiplicheranno per 
esso , ne nasceranno i logaritmi per la base a. 

Si debba adesso svolgere in serie la quantità esponenziale 

c^. Ponghiamo 

e =5i-*--4a:-v.Ai:»-f^x*-^ec. 
e sarà posto 2x in luogo di x 

c =i-Ha-4:r-H4B^*-«-8Cjr«-i-ec. 

Mac ={c: j =:i-f-2>4x-i-^*a7^-t- aCa:*H-ec : 

onde paragonando i termini di queste serie eguali troveremo 

aB=z^a ^ eCzzzjiB, ec; cioè JS:: — , C=-5»ec. Rimane però 
, a a.p * 

indeterminato il valore di A: per determinarlo sì prendano i lo- 
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garitmi di e*, e della serie che rappresenta questa quantità , ed 

avrassi 

:rlog.c=:log.(i-i- Ax-^Bx^-^-Cx^ -•- ec.) 

=kAx -•- kBx^^ kCx^ -i-ec. 

kA^ , sikAB . 
— . a;*— j:»-Hec. 

onde si deduce Iog.c=:^^, cioè -4=-~, e quindi 

X loff.c loff.c* a:* log. e* ar» 

k k^ a, k^ a.D 

Se e è eguale alla base a de' logaritmi che si prendono , sari 
log.c=i , ed avremo 

a; a? a?» r« 

e facendo a;=i 

II r 

A; aA?a a.óA» 
per mezzo della qual serie dato il numero k si potrà ritrovare la 
corrispondente base a • 

Se a è la base de' logaritmi iperbolici , che in seguito chia- 
meremo sempre e, a motivo di k^i , sarà 

«zri-f-— -•- — I — 3H — 5-7 -f- ec. , 
I a a.o a.5.4 

onde si ricava 6^3,7 1 8a8 1 . Inoltre sarà 

X or ar» ar» x* 

I a a.3 a.0.4 
e similmente 

— ap a: a?» ar» a?* 

I a a.i a.3.4 
e quindi 

e^^e"^ x« ar* _^^ 

ii a a.0.4 

C^— e""^ a:» a:» ^ ^^ 

^ a.;^ a.d.4.0 
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74. 

Dalle funzioni logaritmiche ed esponenziali Tenghiamo a 

5 [nelle, che dipendono dal cerchio, e pTimieiamentc cerchiamo 
e serie, che esprimono il seno ed il coseno di un'arco or. Pon- 
ghiamo a quest oggetto 

sen .a7=:aa:-4-*jr •h-t.t • -f-rfar » -H ec. 
cos.j:=i-i--4ar*-H-Bx*-4-Car«-Hec. 
Nella prima serie abbiamo omesse le potestà pari di x, perchè, 
essendo sen.-<r=sen.jcr, se facciamo x negativa, deve diventar 
negativa anche la serie, all'opposto nella seconda abbiamo tra* 
lasciate le potenze dispari, perchè posto —x in luogo di ar la 
serie deve rimaner la stessa , giacché cos,— «acos.x . Sarà per- 

tant o 

8en^*-t-co8lar*=i=i-4-a-<4a?«-H-<<*:p*-H aCa?«-f-ec. 

HH»*x*-i-a-B.x?*H-a-<4-Bj:«-4- ec. 

-t-aaix^H- i«:p*-*-ec. 

H- aacjr*-4- ec. 

onde si ricavano l'equazioni, a-4-Ha»=o, -4«-H2B-4-aaJ=o, 

AC-4-A^B-»-&*-f-2ac=o , ec. Così pure sarà 

Men.a7Xcos.:c=8en.2arr:2aa7-H 8ia:«-+-3aca?»-t-ia8rfdp»-H ec. 
=aa:p-H aJjr'-H aca?*-f- arfj?'-f- ec. 
-i-a-4a^»-i-a-^ij?»-f-a^cx»-i- ec. 
-i-aBax^-4-aBix'-i- ec. 
•4-aCax^-t-ec. 
• quindi 6ft— a^oso , Soe^a^i— aJ3a=o , 
j:«6^_a.^c— a£i— aCa=o, ec. Da queste e dall'equazioni pre- 
cedenti deduciamo 

a ' fl.d a.d.4 a.o.4'0 a.d.4'0-0 

Se l'arco x è piccolissimo, si confonde col suo seno, cioè 
sen.x=a:; ma nella serie supposta sen.jrzzax, dunque a=i, e 

quindi 

^ xK x^ 

sen.jp=a?—--rH-— 3-7-5 — ec. 
a.D a.0.4*^ 
x^ x^ x^ 

eos.a;=i— -♦— ^-7— — à . £ -r - »>ec. 

Ponghiamo tang.a?=x-4--<4a:»-4-5jr*-t-Ca?'-4-ec. e come la 
tangente è eguale al seno diviso pel coseno ^ avremo 
Tom. I. 93 
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a? tH — T-rr — ^^' 

x^Ax^^Bx^^^x^^tc.zz ^ ^ ^ '^ 4 ^ 

a:* ar* x* 

I— — -•- — s-T T-rrr"*- ®<5- 

a ià.3.4 ii.d.4.ò.(> 

e moltiplicando 

a:» x^ ar' jr* ar» 

a A.D.4 a.d.4.5.6 a.3 a.d.4.5 

-•-^a?*— 1___--— ec. 

a a 0.4 

a 
-•-Ca?'— ec. 

onde il deduce Azz^ , Bn-^ , Czz^^ ec, e 

D IO diO 

ar* aar» i7a:» 
taDg.a;^=a?-4--7-H — r — t ^ , -h ec. 
^ 5 j5 010 

La legge dei coefficienti ^^ jB, C^ ec. è la seguente» 

ì 

■3 

^11 



^i 



^— : __^ 

a ^.6,4 a.3.4.5 

C±^— i-H— 1— L_ 

a a.3.4 a.3.4.6 a.3,4.5.6.7 
ec. 
Abbiamo veduto , come le funzioni di cerchio si esprimano 
per gli archi ; mostriamo adesso come gli archi viceversa si 
esprimano per le loro funzioni. Sia t la tangente dell'arco x, e 
ponghiamo 

a=:^-H^^ »h-jB^ *-i-C^ ' -4- ec. 
sarà 

perchè quando x diventa ^x^ in luogo di <=:tang.a? si deve porre 

a^ II 

— — =tang.aa?. Risolviamo in serie i termini — — •,: — rrrr>^J 

ed ordinando tutto per t avremo 

aa;=ar-»-a^^*-i-ajB^»-+-ec.=a/-i- a/»-H a/»-»-ec. 

-f-8^/ » •^a4^/ *-f-ec. 
H-3aJB/»-i-ec. 
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cioè A^i^-^^ jB=i -7>y ec. , ed 



, *» f« /» 
a:=f— -g--4-r-— ~-f- ce. 
367 

Se facciamo x=i^^z alFarco di 45. gradii avremo la serie 

Leibniziana 

n I I I T X 

^=1— 5-H-T— — •— — — -f- ec. 
4 o 5 7 9 II 

Ponendo :r= ^= all'arco di 3o. gradi ^ di cui la tangente 

= — — , otterremo una serie più convergente 

p I / 1 I I T \ 

per mezzo della quale Lagny calcolò il valore di j? con 1^17 de- 
cimali, le prime delle quali ci danno /'^S, 141592. 

Con un metodo simile si potrà Tarco esprimere per le altre 
sue funzioni. 

CAPITOLO V. 

Della riduzione delle quantità immaginarie alla forma 

75; 

xVbbiamo già notato nella prima Parte, che qualunque quan- 
tità immaginaria ridur si poteva alla forma ^-4-B^— 1 ; adesso 
insegneremo ad eseguire questa riduzione. In primo luogo cer- 
chiamo y come si esprima il logaritmo di una quantità immagi- 
naria; e qui come in seguito, quando parleremo di logaritmi , in- 
tenderemo sempre i logaritmi iperbolici . Sia dunque proposto 

log.(aH-^t/'--i)=;log«aH-log.(i-fr". tT^ \ , e riducendo questo in 

serie avremo 
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\ ^ la aa» 3a* 4«* 



4a* 

A»l/— I *• 

-♦- — S- -I- — ec. 

5a» òa« 



La prima parte di questa quantità è =^log.(iH-^) (78) , la 

seconda è =n/— .1 moltiplicata per l'arco ^ che ha —per tangen- 
te (74)- Chiamando dunque ^ quest'arco, avremo 

log.(«w-Jl/— i)=Iog.«H-ilog.(i^^Wft/— * 
=ioe.\/{a»'t4f*)'*^—i , cioè lo avremo ridotto alla forma 

Essendo log.(*4=it/— i)'"=rolog.(<n-S|/_i), sarà 
log.{a-tJn/--i)'^=iA^Bl/—i posta A=mlog.\/{a'-tJf») , 
B=mfzz all'arco , che diviso per m ha la tangente =— . Così , 

poiché log.(a-«-8|/— i)''**'^~'=:(wH.n|/_,)log.(aHV'— » 
8aràlog.(a-i-Jl/-i)'*+^"'*=^^i5l/_,, gè si pone 
j1=MÌog.l/{a»+i')—nfi, A=Mlog.j/(a«-HA»)-4-OT^ . 

Viceversa la formula A-t-BiZ—i si potrà ridurre alla forma 
log.(«M.ij/— i) . Abbiamo veduto essere ^=log.j/(a»-»^*) , 

.B= all'angolo che ha — per tangente : quindi si ricava 
«^=l/(a'-HÌ«), o sia «»=«*^_i.; e-^tang.B, cioè 

-i!— =tang.5. , onde h= <''^Xt«tig..B _A,^„ „ , .a 
«*'*—*« l/(i-^tang.5»)- 

«=l/(«* -e*^sen.5« )=e^Xcos.5 . Sarà dunque ^-t-Bj/-! 
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Se M^(=30, avremo -fl|/— i=log.(co9.jBH4/— i.sen.JJ), e per- 
ciò e"^^"" =c08.i?-4|/^—i.8en.£; similmente 
e"" i^"" rrcos.-B— l/— i.sen.B, onde si deduce 

co8,J3!zs , sen*^=: • 

Se nella formula Bj/— i=log.(co8.jB-f^— isen.jB) facciamo 
co8.jKi=i , 8en.£=o, sarà primieramente J?=:o, ed infiniti altri 
valori di B^ che soddisfanno a queste condizioni , saranno espres* 
si dalla formula ±%mpj essendo 2,p la periferia del circolo, ed 
m qualunque numero intero. Sarà dunque log.]r=±2m/7|/^-^i , 
cioè il logaritmo dell'unità ha infiniti valori, uno de'quali è 
r=o , e gli altri imaginarj. In egual modo se facciamo sen.^zzo» 
cos.i?^— 1, troveremo log.— i=dt(a7ii— jjpi/— i, cioè il loga- 
ritmo dell'unità negativa ha infiniti valori, e tutti inamaginarj . 
E siccome ^=1X^9 ^ — •0=— iX^> >^ chiamiamo A il logaritmo 
reale del numero a , sarà log.a=:L^-4-log. i , e log.— ai=^H-log.— *i , 
cioè il logaritmo di una quantità positiva ha infiniti valori, uno 
de'quali è reale e gli altri immaginar), ed il logaritmo di una 
quantità negativa ha anch'esso infiniti valori, ma tutti imma- 
ginari; che è il famoso teorema del Sig. Euler. Se nella equa- 
zione log.— izz:(ain*— 1)/7(/^— I ponghiamo m?=i avremo la cele- 
bre proporzione di Giovanni BemoulU ir/^np/— i:log.-*-i , cioè 
il diametro del cìrcolo sta alla circonferenza come ^—1 a 
log.— I . 

Si debba adesso ridurre alla forma A^B\/^i la formula 

(o-hJj/^— i) . Prendendo i logaritmi avremo 
log.(a-4-i|/— i)^=wlog.|/(a«H-*«)-Hn/?l/— I 
=log.[e'"*^gl^(^'-^*)(cos.mj?HH/-i.sen.mi?)] 
^W-[|/(^*-*^*) (cos.in|?-hj/— i.sen.wfl?)]; e ritornando dai lo- 
garitmi ai numeri avremo (o-f-i^/— i)''*=|/(aa-hA")'"xc^os.m/9 
•H^— i-l/i^*-*-**) yfieìì.m^ , ove /? è un arco, che ha per tan- 

h h 

gente --- , o sia per seno ' ' ' , , e per coseno — - — , ■ . 
Dividendo per |/(a»-4-*»)'" avremo 
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(co8./9-i-|/— i8en^)'"=co8.OTj?-hj/— I .«en./w^, 
e presa ^ negativa 

(cos./?— ^/— I .sen./?)'^=co8. mi?— j/— I .sen .m^ ; 
onde 8i deduce- 

... ^^^ (<^08>;?H/-i«^n /g)^H-(cos./?-l/-isen./?r 

Si risolvano in serie quest'espressioni , e si otterrà 

n 3/71 m{m — i) 3/71 — a^^ 32 

cos.mpzrcos.p cos.p X^en.p 

m(m— i)(m— a)(m— 3) 3/n— 4^^ 34 

H — —o . ^cos.p ^X sen.p^— ec. 

scn.mprr/TMJos.p X^en.p J ^ k;os.p X»eo-P 

wt(/?i— r)(w— a)(TO— 3)(w— 4) g/w— 5^^ s5 

come avevamo osservato di sopra (69). 

Se /n è un nùmero fratto r=^, avremo 

n 

|^(a.HV-0=p^(^"H^")(cos/.H/ , 

ove 8 è un arco, che ha per seno _; ^-« , e per coseno 

Oltre Tarco |^, che si suppone minore dell'angolo 



retto, vi sono infiniti altri archi, ì quali hanno il medesimo 
seno e coseno, rappresentati dalla serie 5(p-f-/?, ^-^ ^ ^P^t 

8^H-/?, ìop-^p, ec. , ond« in luogo 4i^ postiamo prendere qua- 
lunque degli archi seguenti ; — , ■ ^ , .5£— ^ ^ ^^^ ,ec. fino 
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a J £121 . Perchè se continuassimo avanti questa serie , la 

n 

formula nostra riprenderebbe i valori precedenti, giacché 
COS. — ^- — E-zscos.*- , cos.-i-s — i^-— ^=cos» ^ ^ , ec. , e simil- 

mente sen. — ^ — ^rrsen.—, sen.-^ sC — t-^^sen.-^^^ — »- , acr Quin- 

n n n n ^ 

di la radice ».«»»«>• della quantità o-hAj/— i ha n diversi valori 
espressi dalla formula |>^(a"-HÌ»)(cos.— -Hf/'-isen.J-y^ 
y si possono prendere i seguenti n archi 

essendo il più piccolo arco che ha ^ — per seno , ed 

a 
-rr -— per coseno. 

Sia proposta per esempio la formula 1/ [y-H^{?*"'^*)] » 
ove sia q^<c* . Avremo a=y , A=^/(c»— ^«) , e quindi 
\/[q'^(q^'^*)^F:^clQO%.Y'^''^^^'^ j essendo fi uh 

angolo . che abbia l^lif-ZlLJ per seno» e — f— per coseno . Si^ 
|/c» '^ l/c* ^ 

niilmente |y^^[5'-H/(?"-^*)]=V^c(cosX--(/^ : onde 

le tre radici dell'equazione a?»— Scj;— aj-^» nel caso irreducibi* 

le (46) saranno a7=:at/cXcos.-j, a7=sa|/'cXcos.-^^^ , 

it^^l/^cXcos.^^-^ 9 ove stp rappresenta la circonferenza del 

circolo . 

Rimane a ridurre alla forma A^Bi/'^i la quantità 

(a-*-A|/— i)'""**'*'^'"^ . Prendendo i logaritmi avremo 

log.(a-i4l/-i)"*"^^^*"'=C-HÌV-' f ove C=OTlog.i/(a«-H&»)-ni?, 
I>=vilog.(/(aa-i-i«)-f-m^, e j? l'arco che ha — per tangente. 
Facciamo C-hì?j/— i=:log.(-^-4--Bj/— i), ed avremo 
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A=ze^y(fiùs.D , R=ze %%en.D , cioè 

B=e'"l<>gk^(^'-*-*')--«^X»en.(»log.j/(a»H-*-).H»/^ . Ora es. 

86 passiamo dai logaritmi ai numeri avremo 

Pertanto qualunque quantità immaginaria o algebraica , o 
logaritmica ed esponenziale si riduce alla forma ^h-jd^— i : e 
siccome i seni ed i coseni e le altre funzioni del cerchio si pos* 
sono esprimere per mezzo delle quantità esponenziali , è mani- 
festa la via di ridurre alla medesima forma anche le funzioni 
circolari . 

- 76. ' 

Applichiamo la teorìa esposta alla ricerca delle radici dell'e- 
quazione x^:±icsso • Sia primieramente x^'^c , ed avremo 
«=l/^c; e se nel valore di i/^(a-i-&^/— i) faremo a^zze, e 

teo, troveremo jF=:|>^cfcosX-4|/--isen.-2-j , ove in luogo 
di r si possono prendere gli archi o, ap^ 4p^ 6py . * • . ^{n^i)p. 
Le radici adunque dell'equazione x -r-<=o saranno xz^TX e , 

«=r/c(eos.^ H^/- isen.2£^ ,«= ryc(^»*^"H/~'««"- „ ) 

:r=j>/c(cos.^lle-Ki/-,s^^ Se ti osserva che 

cos.ntfM-l/'— isen.in^=:(cos.^-i-{/— isen.^)''* , si vedrà che po- 
sto co8.-£.ft^— -rsen. ^^a , queste radici saranno rappresenta- ' 

te dalle quantità \/ e , a \/ c^ ^^i/ ^ » a^i/c , . . . . 

• • a \/ ^ ' Allorché n è un numero pari, tra le radici 
«ara compresa la quantità 
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ly^ clco^J^'¥\/'^^ perchè co8.jk=>-i , e 

ien./?=Oy cioè l'equazione x'*— c=o avrà le due radici reali 
-♦- \/\ Cy e "X/ Ci come altronde è noto ; §e » è dispari, una 



n / 



sola sarà la radice reale = \/ e , e tutte le- altre immaginarie • 

Sì sa dalla teoria dell'equazioni , che una di queste radici imma- 
ginarie essendo della forma A'^B[/^i , ve ne sarà sempre un" 
altra della forma A^'B\/^'i , come si può ancora verificare. In- 
fatti cos. '^ g =cos. — , sen.^i^^^i7^>-sen.-22 e perciò Tul- 

tima radice equivale a ly^cfcos.2£— i/— -isen.— ì : così pure 

COS. ^^^ '^ =cos.-^ , sen. ""^ =— sen.-^ , onde la penulti- 

ma radice saràly^c(cos.^--|/--isen. j2j. e ristesse si dica 

delle altre . I fattori adunque della quantità o?'^— e saranno 

ar— 1/ c(cos.-^-H(/--i8en.-^ì 

a:— l/^c f cos. -^ — j/— i sen . -^ j 

X— •|/^c( cos.-^-f-p/--isen. ^1 

ar— i^Xc/cos.^-f/— isen. ^ì 

ce. 

e se si moltiplicano insieme i due fattori immaginar] corrispon- 
denti, ne nasceranno i fattori reali di secondo grado , la forma 

generale de' quali sarà a?*— aj? l'/ c.cos. — ^-f-l /^c* , ove per 

2jn si può prendere qualunque numero pari non maggiore di n. 

Se V equazione sarà x -f-c^o , che ci dà jmiy/^ —e , po- 

Tom, I. 2,4 
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nendo nella formula ly/^(«-*-A|/'— i)» i=^o, ed arr^^^c trovere- 
mo ar=:|>/'^c(co8.-2--f|/-—i8en.-2-j, ove per y si prenderanno gli 
archi j7, 3p, 5p,-. . • . (2/1— j)p . Allorché x è dispari tra que- 
ste radici vi sarà compresa j/ c(cos./M-|/'--isen*/>),cioè--lV^c, 

che sarà la so^a radice reale della equazione x -i-c=o; ma quan- 
do n è pari, tutte le radici saranno immaginarie. Qui pure, se 
due fattori immaginar] si moltiplicheranno insieme, ne verran- 
no i fattori di secondo grado della quantità x -h;, e la loro for- 
ma generale sarà x» — ^x ì.^ c.cos. P'^/ ^* > ^^* P*"^ 

A77z-f-i si dovranno prendere tutti i numeri dispari non maggio- 
ri di ;». Si osservi però che nel caso di n dispari, in luogo del 

fattore a;»— -aarl/ ccos./jh-I/^c» ,cioè del fattore (ar-i-l/ e)* 

si dovrà prendere il fattor semplice x-^xX e . 

Da questi principj si può dedurre la dimostrazione del ce- 
lebre teorema di CoteSj il quale si enuncia cosi. Se si divide 
(Fig. 5.) la circonferenza del cerchio AaBPP'ffa! nelle parti 
eguali Aa^ Ad ^ aB^ olB\ Bby B'b\ ec, il numero delle quali 
sia 2f», e da un punto qualunque M preso nel diametro AL si 
tirano a tutti i punti di divisione le rette Ma^Ma' y MBy MB', 
Mby MV , ec. y sarà sempre la somma delle potenze 

JA'^^JM'^izMa.Mci.MhMV.f^^.., ed 'Ta'^^ÌM^ 
=MA,MB.MB\MC.Ma.ec. Sia il raggio IA=k, IM=x, e 
preso un punto qualunque P nella circonferenza, e tirata la 
perpendicolare PQ al diametro AL, che prolungata incontri di 
nuovo la pirconfeVeoza in P', e condotte inoltre le rette MP , 
Jtf P', se si chiama ^ Tarc o AP^ sarà PQi^aen.(fi , MQzzx-^cos.^; 
onde MPy^MPzz,MP^zzx^'^7.kxoos.<p^^ . Se adesso facciamo 

(^ successivamente =ro, — , —, ec. , avremo 



Digitized by 



Google 



D' ALGEBRA P. II. 187 

MCxMC'=zx'—!ikxco»M-^-k', ec., i quali valori sono i fat- 

n 

tori di x^'^k'^=IM^'^lA^. Similmente ponendo (^^ , -^ , 

ec.y Sivremo MaXMa:^x^'^2^xcos.^'¥'k^ , 

n 

AfAXAf*'=^*— aAvrcos.-^-H*^ , ec. , i quali $ono i fattori di 

n 

x^^''=Jm'^^1a'^ . Dunque ec- 

77- 
Si debbano adesso trovar tutte le radici dell' equazioni de- 
rivative del secondo grado x^^^^Ax^^B^zzo. Avremo 
ii=ìy^[Adtii/{A^^B^)],e ie^è>fl, posto y<=t^/(-^"-^')=^> 

ed a=cos.^-K/— isen.^, le radici della proposta saranno 
ri '^ n 

rappresentate dalle quantità 1/ c^ ^V/ ^^ **!/ ^^ ' ' ' ' 
a'*""*!/^, il numero delle quali è a/i a motivo del doppio se- 
gno contenuto nel valore di e. Se ^ è <B, ponghiamo nel va- 
lore di l/^'(fl-HÌ|/— i), o=^, 4=j/(jB«— ^«), ed avremo 

x=:zÌ/^b(cosX'¥ì/- isen-J^-V ove y rappresenterà tutti i seguen- 
ti archi ±:*, 2/?=t:J, 4pda, ó/Kia .... a(/i^i)/^*, essendo d il 
più piccolo arco, che ha ^^ '"" '^ persene , ed^ per coseno, 

cioè sarà y della ferma %mp±Ji , purché per i» si prendano tutti 
i numeri interi minori di ». E qui pure si dimostrerà come so- 
pra , che i fattori reali di secondo grado della quantità 

ar*'*— ay4ir'*H-J5* nel caso di A<B sono espressi dalla formula 
a:»— aar|V^jBcos.22£ — ^h-i'/ J5*, ove a/» rappresenta tutti i 
numeri pari non maggiori di ». Se per evitare le quantità irra- 
zionali facciamo ^=A:'^ , sarà ^=^ cos.J, e la formula 
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x^^^kxcoB. — £— -♦-*« rappresenterà i fattori trinomiali della 

funzione x — 2A: x cos.J-i-t 

Quindi 8Ì deduce la dimostrazione del seguente teorema di 
Mowre: se nella circonferenza di un circolo ABL (Fìg. 6) si 

prende un arco qualunque AL:z:dy e Varco ^JB^—, poi comin- 
ciando dal punto B si divide la circonferenza in un numero n 
di parti eguali jBC, Bc , CD , ed, ec, condotte da un punto M 
preso nel diametro che passa per A a tutti i punti di divisione 
le rette MB, MC, Me, MD , Md, ec- , sarà 

WÉ .MC\m\MD' ITd . ec.="27^'*-a'37'*.M".cos.J-4.M^'* . 
Poiché chiamando k il raggio AI, ed or la di lui porzione MI, 

e ^ l'arco qualunque AP troveremo come sopra MP^ 
=::r*— aA;a7C08.^-+-A;* ; e ponendo in luogo di (p gli archi — , 

5j£_^ ^^ ,^_a ^^ ^^ otterremo per MB' , Hl^^ 

n n n n ^ 

MC^ , Md^ , MD^ y ec. le medesime quantità ^ che abbiamo 

veduto essere i fattori di x — 2A; x cos.9-4-A: 

G A P I T O L O VI. 

Delle frazioni continue. 
78. 

M^e frazioni continue formano un genere particolare di espres- 
sioni , che per la sua utilità merita di esser trattato con qual- 
ch' estensione. Frazione continua si chiama una frazione, il di 
cui denominatore è composto di un numero intero 'e di una fra- 
zione, ed il denominatore di questa è di nuovo composto di un 
numero intero e di una frazione, e cosi in seguito. Tali sono 
r espressioni 

C-K C-+— t— 

d-^ec, </-4-ec. 
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Noi considereremo specialmente la prima forma , sì perchè è la 
pia utile, sì perchè dal conoscere la natura di questa si rende 
nota anche l'indole dell'altra. 

Per vedere come il valore della frazione continua esprimer 
si possa nella solita maniera, terminiamola gradatamente nella 
prima, nella seconda, nella terza frazione, ec, ed avremo 
azza 

C 

^ ^ "" bcd-^d-^ (^off-i)i/-f-^ 

""^^ 

I ^^ ahcde'^^de'¥^de'^ahe~¥'&^ahc'^0'k -4i 

. . ' "^ bcde^^e^e^C'^t 

e 

(ahcdr^cd^^d-^-^b'^x )e-^^bc n e -» a 

"" (bcdr-^d'¥4f]e'^o^i 

ec. 
La legge di queste frazioni è la seguente: qualunque numera- 
tore è eguale all'ultimo de' numeratori precedenti moltiplicato 
per la corrispondente delle lettere a , & , e,* 1/, ec, ed al nume- 
ratore penultimo; e la medesima è la legge dei denominatori. Se 
dunque facciamo 

Azza A'zzi 

BzzbA^i B'zzb 

QzzcB^A C=cB'^A' 

DzzdC^B nzzdC^B 

EzzeD^^ E'^zeD'-^C 

ec. ec. 

ni.'- A E C D E 

quelle frazioni saranno J7 » ^ , g? » ^ » ^ , ec. Per dimostrar 

questa legge suppongo, che essa si verifichi per esempio fino al- 
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la frazione -j^y e dico che avrà luogo anche per la frazione se- 

guente -^ . Infatti la frazione -^ 9Ì cangia in -t;^^ se in quella 

si pone rf-f— in luogo dì d. Essendo adunque 57=^ jjnrrS'* '^" 

E V'^lr^^ e{dC^D)^C eD^C «ir- 

continua è terminata , l'ultima di queste frazioni ci darà il di 
lei esatto valore, ma se la frazione continua va alP infinito, 
queste frazioni anderanno sempre più accostandosi al di lei ve- 
ro valore . 

Se prendiamo le differenze di queste frazioni , avremo 

B' A'^ b * C'^B' "" bibc-^i) * 

TTf-^Tv^T TTir^ — j — 77» ce. Quindi la frazione continua 

o-*- ^ si potrà esprimere per la seguente serie 

in 

I 

</-i-ec. 

^^b b(bc'^i)'^{bc^i){bcd^'^) ^^' 
onde viceversa le serie potranno convertirsi in^ frazioni con- 
tinue. 

Ma lasciando da parte queste cose, perchè poco utili, ve- 
diamo con qual mezzo le frazioni e le altre quantità ridur si 
possano in frazioni continue. Sia pertanto X una quantità, che 
non possa esprimersi in numeri interi : per conoscere il valore 
di questa quantità cerchiamo primieramente un numero intero 
cosi prossimo al valore di X, che la differenza da esso sia mino- 
re dell'unità. Sia a questo numero, e sarà AT-*^ minore dell'u- 
nità, e quindi yZT ^^S&^^^ dell'unità. Facciamo -= — ^OC' , 

e in simil guisa cerchiamo il numero intero b il più prossimo 
al valore di X' ; sarà di nuovo >¥'— i minose dell'unità, ed 
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J7--J maggiore dell'unità. Se ponghiamo — I--— J5f"^ e cerchia- 
mo il Dumero e prossimo al valore di X*\ avremo anche adesso 
X"— c<i , ed j^n^^ ^ ; ® così in seguito . Ora essendo r= — zzX^^ 

sarà jt— tì=Yf > ^ X-=za^^^^ similmente poiché ,^. =-Y" 

sarà -X'=i-i- -^ , e così pure X"zsc 
per ordine questi valori avremo 



X^za^ — j 



*-^-x^ 



A'=a-f-^ 



I 
"" r 

I 



c-^'j^ 



e finalmente 

Xzzza-i 

*♦— . 

a-t-ec. 

la quale sarà la frazione continua , che esprime il valore di X . 
I numeri a, b, e, ec. si possono prendere in due maniere, cioè 
o maggiori o minori delle corrispondenti quantità X ^ X\ X'\ 
ec. , delle quali sono limiti . Ma se saranno tutti minori delle 
quantità X^ X\ ec. , i denominatori b^ Cy ec. della frazione 
continua saranuo tutti positivi ; se saranno tutti maggiori , i de- 
nominatori saranno tutti negativi; e se saranno in parte minori 
e in parte maggiori , i denominatori saranno e positivi e negati- 
vi. Poiché se a é^ <X^ sarà A*— a una quantità positiva , e tale 
sarà anche b\ ma sea>A'y sarà Jf— ^ e perciò anche & una quan- 
tità negativa. Per evitare i termini negativi nella frazione con- 
tinua noi prenderemo sempre i limiti minori. Si osservi intan- 
to, che se alcuna delle quantità X\ X'\ ec. si trova eguale ad 
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un numero intero, allora sarà o bzzX' , o czzX'\ o d^iX'^' , ec, 
e la frazione contìnua sarà terminata. Cosi, se X" è un numero 



I 



intero, la frazione continua che esprime X sarà Xzim^ y' , ' 

Snpponghiamò che la quantità X sia una frazione raziona* 

le-jr3, ove le lettere M ed N rappresentino numeri interi • È 

chiaro che a sarà il quoziente della divisione di M per N; onde 
50 farassi questa divisione, ed il residuo si chiamerà M' , sarà 

-=r=— az=-jr=r, cd X'^-jjf, . Similmente per avere il valor prossi- 
mo di X^ si divida N per M\ ed il quoziente sarà b , il residuo 
sìa M'\ Quindi A"'— fc^^j^, ed X'^^z-^i di nuovo adunque si 

dividerà M' per M", ed il quoziente sarà =c, e così in seguito . 
E evidente pertanto , che per ridurre le frazioni ordinarie in 
frazioni continue convien fare quella medesima operazione, con 
la quale si cerca il massimo comun divisore delle quantità M 
ed iV. I quozienti nati dalle divisioni saranno i denominatori 
della frazione continua, la quale si terminerà, allorché la divi- 
sione sì farà senza residuo « ^ 

Sìa proposta per esempio la frazione -^ — , e si faccia l'ope- 
razione seguente per trovare il massimo comun divisore de'nu- 
meri I23 ed 87 . 

87)128 (i 

36)87 (a 

-Il 
i5) 36 (a 
3o 

-'" ' ' ' • 6) i5 (a • • . 

12 



3 ) 6 (2 

o 
Poiché siamo giunti ad un residuo =:o, l'operazione é termina- 
ta, ed abbiamo azzi , £=12, c=:2, £/z=2, e:=2; onde 
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a-H- 



a-H- 



Anche le quantità irrazionali , e trascendenti si possono 
con questo mezzo svolgere in frazione continua, se prima si 
riducono in frazione decimale. Così essendo |/^a=i^i4ai356 

^1:2 -3-2 g| faccia questa operazione» 

1 00000000 ^ '^ 



JOCCCCOOO 
8284271 A 


141421 356 

lOOOOOOOO 


17167288 
14213560 


4i42j356 
34314576 


2943728 
2438648 


7106780 
5887456 


ec. 


1219524 

• 



sarà |/^2=:ih 



2-H- 



a-H- 



2H-ec. 



Ma siccome il vero valore di una quantità espressa in decimali 
ha per limiti la frazione decimale data, e la medesima accresciu- 
ta dell'unità nell'ultima cifra, bisognerà far l'operazione su 
queste due frazioni , e non ammettere che quei quozienti » i qua- 
li son dati da ambedue le operazioni. 

Trovati i valori di a, j, e, ec. , se facciamo come sopra 



C=cR^A 
DizdC^B 
ec* 
A _B 
A' • ff 



A'=i 

C'=2cB'^A' 
D'=uiC'-¥-B' 



ec. 



avremo le trazioni ~!r t "m f qT > "ni» *<'• convergenti verso il 

valore della quantità proposta X. Se osserviamo attentamejkte 
Tom. I. a5 
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queste frazioni vedremo in primo Inogo , che i numeri A, B, C^ 
ec, ed -4', jy, C, ec. crescono continuamente in modo, ohe B 
è >A, C>B, ce, B>A\ C'>B', ec. In secondo luogo, se 
moltiplichiamo in croce i termini di due frasioni contigue , 
avremo 

BA^AB^i 

CB^BC=AE^BA'^t^\ 

DC-^Uz=.BC^^Bzs:i 

ec. 
Quindi apparisce, che tutte queste fmzioni son ridotte ai mini- 

ni termini: perchè se nella frazione ^ per esempio i termini C 

e C avessero un fattore comune, dovrebbe avere il medesimo 
fattore anche la quantità CjB-— BC',, lo ch«>non può essere a 
motivo di C5'— jBC'=— I • 

Se adesso pongUiamo l'equazioni precedenti sotto questa 
forma 

B^ A_ r 

B A'^ AB 

C^^_ i_ 

C B' "" BQ 
D C_ r 

ec. 
vedremo che le differenze tra le frazioni ^i ^ -fff^ ^o. vanno sem- 

E 'e diminuendo, e quindi esse formano una serie convergente . 
i più la differenza tra due frazioni consecutive è così piccola, 
che non può tra due di esse cadere un'altra frazione, la quale 
abbia il denominatore più piccolo di quello delle due frazioni. 

C D 

Ponghiamo infatti che tra le due frazioni -« e y^ sia compresa 

la frazione — ^ e sia se è possibile n minore di C o di ZX . La 
differenza adunque tra — e ^ , Icioè — ^^J — dovrà esser mino- 
re della differenza tra -p, e 55; > cioè ' <Qrjyì J »>« quella differen- 
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sa non può mai essere <-77 > dunqye se n<D'f qneHa dtfferen^ 
sa sarà sempre maggiore di -^rgr • Simlltnente la differenza tra 

— ® ^ "^" potendo essere <-g-, » fafà ^rjjy •* »<C' . E 

adunque impossibile clie tra le frazioni fr^'^ ^^^ ^'^^ altra 

frazione — , in cui sia n minore di C o di D' . 
n 

Vediamo adietso quanto queste frazioni si accostano al yero 

valore della quantità A* che rappresentano « Sp dunque a è il 

valor prossimo di JT, -y— riJf', e J il Valor prossimo di X* , 

jy ^: ^X"^^ e e il valor prossimo di X" , ec. avremo 



«e. 
o pure ridttcendo le fraasioni contiùue 4. fraiioni coiiiuni 

~~x' — 
^= JjF^T 

y- [(a^i)o-Mi]Jr'"-Ha»^i 
<Ac-»-i)J:"'-#-6 
ec. 
« poneftdo A, A', B, S'ite. invec« de'loro valori 

y_ BX"^A 
"" WT^-*.A' 



ec* 



Digitized by 



Google 



T96 E L E M E N T J[ 

Quiadi ottetremo 

y A_ I 



£' £'(B'X"^d') 

X—— I 

C '*'C{CX"'-t.B'ì 
ec. 
Ora essendo X'>b, X">c, X"'>d, ec., sarà X'>B' , 
BX"^A'>Bc^A'>C, C'X"'^B>C'd^B^>i;r ,w.i e sicco- 
me X'<.b-*-i , X"<c-t-i , X"'<d-¥-i , ec. , sarà 
X'KB'^Kff-i-A' , B'X"-*-A'<B'{c^i)-i.A'<C^B' , 
CX"'-»-5'<CV-<-i)-«-B'<iy-i-C', ec. Le differenze adunque 

delle frazioni -p t -sf > Tv y ^^' ^"^ ^^^^ valore sono respettiva- 
mente minori delle quantità -^rs; , ^g? , Tjr^, , ec. , e maggiori 

delle quantità j!j^r^ , ^^cLb') ' dW^') '• '^' ^'* ''''• 
apparisce 9 quanto gli errori siano piccoli /e quanto vadano sem* 
pre divenendo minori . Inoltre essendo le frazioni '-p 9 -^t t ^c. 

alternativamente minori e maggiori della quantità X , il valore 
di questa quantità sarà compreso tra due frazioni consecutive. 
E siccome abbiamo dimostrato che tra due frazioni consecutive 
non può esser contenuta alcuna fraziane che abbia il denomina- 
tore minore di uno di quelli delle due frazioni , ne segue che 

ciascuna delle frazioni -j, > m * ^^* esprimerà il valore di X 

più accuratamente di qualunque frazione che abbia un denomi- 

A B 
Datore minore . Se delle frazioni -j> > -«r » ®^* formiamo le due 

jt /^ IP n jy w m 

*®"® J' ' a 'W'^*^'''W 'D'' ' P'^'' ^^ P""^* conterrà fra- 
zioni tutte minori di J^*, le quali anderanno sempre più acco- 
standosi a questa quantità, e la seconda sarà composta di fra- 
zioni tutte maggiori di X ^ ma che andranno diminuendo verso 
la medesima quantità. Se prendiamo le diffdrenze delle frazioni 
della prima o della seconda serie, troveremo 
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ec. 

Ora se i numeri e, d^e^fy ec. fossero tntti eguali ali* unità, si 
potrebbe provar come sopra » che tra due frazioni consecutive di 
ambedue le serie non si può inserire alcuna frazione , il denomi- 
natore della quale sia minore del denominatore di aueste due 
fi-azioni. Ma se i numeri e , d^ ec. sono maggiori dell'unità» si 
potranno inserire tante frazioni intermedie, quante unità son 
contenute ne' numeri e—- 1 » ^— i , ec. , e queste frazioni saranno 
quelle che nascono dal porre successivamente i numeri i , a , 3, 
.... e— 1 in luogo di e nei valori di C e C\ ì numeri i , a . . . 
d*^i in luogo di d nei valori ài D e D\ ec. Cosi se czz^y avr^ 

AC 
mo C=4jB«4-^, C'=4^'h--<ì' , e tra le frazioni jr e g? " potran- 

no inserire le tre frazioni intermedie _^ , , ■ . 

A S 1 jf 
Se prendiamo le differenze tra le frazioni ^rr * 'gt'^f ®^- 

troveremo 

JB^A A_ I 
Bf-^A A'~A'{B'^A') 

nB-^A B-^ I 

alT'.^^' ^W:i:i''^(B'^A')(skB''^A*) 
^B^A JxB-^ A^ I 

ec. 
onde con un discorso simile al precedente si potrà provare che 
tra due di queste frazioni non può cadere una qualunque fra- 
zione — y il di cui denominatore n sia contenuto tra i denomi- 
n 
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Datori di queste frazioni. E se le frazioni -j, , -^^ — -jt» ®c. bì 90t- 

traggono dalla frazione -^^7^ si otterrà 

B A _ i 

B' A^'^Aff 

B^ B-^A _ X 

B' "■ B'^A'~[B'^À'\B 

B^ ^B^A _ ^ 

ec. 
e quindi in simil guisa si dimostrerà , che tra la frazione -^ e 

ciascuna delle frazioni -^ , g; — 2> * ^^' ^^^ potrà cadere alcu- 
na frazione •— , in cui il denominatore n sia minore del denomi- 
n 

natof e di tiuella frazione. Onde ciascuna di queste fraaioni si 

accosterà al vero valore di X più di qualunque altra frazione , 

che fòsse espressa in termini più semplici. Facilmente si vede, 

che quelle proprietà, che abbiamo dimostrato convenire alle 

A C 
frazioni intermedie ^^^ 77 ^ ^ > appartengono egualmente a 

B £? CE 

quelle che si possono inserire t''* "gr « jp > toi g7 «d ^ , ec. 

Quindi può ri solversi il problema seguente: data una fra- 
zione di termini molto grandi, trovare tutte le frazioni espres- 
se in numeri minori , le quali si avvicinino tanto al valore del- 
la frazione data, che non sia possibile Taccostarvisi di più, sen- 
za adoprare numeri maggiori . Si riduca la frazione proposta in 

ABC 
frazione continua, e da essa si -formino le fraziona -77 9 "or «Tv» c<^* 

A iS i^ 
l'ultima delle quali sarà la frazione proposta, e sarà sciolto il 
problema, perchè ciascuna di queste frazioni esprimerà più ac- 
curatamente il valore della proposta, che qualunque altra fra- 
zione composta dì termini più sempKci . Che se vorremo consi-' 
derare separatamente le frazioni maggiori e le minori della pro- 
posta, inseriremo tra le frazioni precedenti tante frazioni inter- 
medie y quante potremo, ed avremo cosi due serie di frazioni 
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convergenti verso la proposta , le une tutte minori , e le altre 
tutte maggiori della data, e le frazioni contenute in ciascuna di 
queste aeri^ risolveranno egualmente il problema • 

Sìa data per esempio la frazione decimale 3, 141 592 , la 
quale esprime il rapporto della circonferensBa del cerchio al di 
lui diametro, e sia proposto di trovare in numeri minori i rap- 
porti i più prossimi a questo • Si riduca la frazione decimale da- 
ta ìd frazione continua, e si troveranno i denomiaatori ^ 3> 7> 

3 
j5, I , ec. dai quali si formeranno le frazioni convergenti — , 

Aft 333 355 , 1^ X- X • • 

— , — ~ , , ec. ; che saranno alternativamente mmon e mas^ 

7 106 \\ò ^ 

glori del vero rapporto della circonferenza al diametro, e ciascu- 
na delle quali si accosterà più a questo rapporto di qualunque 
altra frazione che sia concepita in termini più semplici. E se 
vogliamo separare le frazioni minori del. vero rapporto dalle mag« 
glori, potremo inserirvi le 'convenienti frazioni intermedie, ed 
otterremo le due serie • 

3 a5 4? % 9J_ "^ '35 iSy 179 aoi aa3 a45 
T'T*TS*^'a9'ir^"43'' 5o •"5f'"64'"77'7^* 
ae? ^89 3ii 333 

4^ 7 IO i3 - 16. IO aa 355 



35 * 9» * 99 ' 106 

i3 . 16 

a' 3 '"4'»T'"6^'Y^7I5'^' 



Le frazioni contenute nella prima serie si accostano al vero più 
di qualunque frazione minore del rapportcdella periferia al dia- 
metro, e concepita in termini più semplici, e quelle della se*- 
conda Serie son più prossime al vero rapporto di qualunque 
frazione maggiore di esso, ed espressa in termini più semplici. 
La prima idea delle frazìcmi continue si deve a Mylord 
Brouncker, il quale espresse con una di esse il rapporto del qua* 
drato circoscritto al cerchio all'area del medesimo. Alcune ri- 
cerche su questa specie di espressioni si trovano nelle opere di 
WaUis , ma Huyghens è il primo che abbia conosciute le prin- 
cipali proprietà delle frazioni continue, le quali abbiamo fin 
qui esposte. Passiamo adesso a vedere alcuni de' vantaggi, che 
l'Algebra ha riportati dalla dottrina delle frazioni continue per 
opera del Sig. de la Grange. 
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79 
Nella prima Parte , allorché parlavamo dell' approssimazio- 
ne delle radici dell' equazioni , ponevamo xzzp^ , yzsy-*— , 

z:zr'\ — , 11=1-»- — , ec. , ove/?, y, r, J, ec. espnmevano i li- 
miti interi delle incognite x^y^ Zy ec. Sarà dunque 

j-i-ec, 

cioè le radici dell'equazioni saranno in tal modo espresse per 

mezzo di una frazione continua . Quindi le frazioni -79^9-^,^ 

a p y 

À S C 

ec. (siccome equivalgono alle frazioni "p » dT j ;n7 > ®C') «^vran- 

no la proprietà dì esprimere le radici dell'equazioni tanto ac- 
curatamente, quanto si può non adoprando numeri maggiori; 
lo che ognun vede quanto accresca il pregio di quel metodo. 

Per ridurre in frazione continua le radici dell' equazione 
del secondo grado -4a7"H-J5ar-*-C=o, si deve fare il seguente 
calcolo, 

B A X <-^^^ 

B' =^AX ^B A' r-^"--^. X <=^^ 

/^A nA' 

B"=zA'X'^B' ^.r_.B"'-J> A"<=£!4^ 

Ji ^AX^B A — __ X <____ 

ec. ec, ec. 

ove Dz^B^'^j^ACy ed il segno < denota il numero intero pros- 
Bimamente minore della quantità che succede a questo segno ; 
e si avrà 
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nella qual frazione continua abbiamo dimostrato > che ritorna- 
no i medesimi nnmeri con un certo periodo , ed essa si chiama 
-perciò periodica. 

Siccome una equazione qualunque del secondo gradò con- 
duce ad una frazione continua periodica , viceversa se ,avre* 
mo una frazione continua periodica ^ la quale vada all' infini- 
to, potremo giungere all'equazione, dalla 'quale essa dipende, 
e quindi al valore della frazione . Sia data per esempio la fra- 
zione continua periodica oh- — ^ , la quale scorre all'in- 

. finito ; è chiaro che ponendola =jc avremo ^— a= t ^ 

quindi :t»-(M-^)arH^*-ai-i=o, ed :Kd^^'"^"^<*'"^^) . 
Così pure se avremo la frazione continua xzza^ — ^ 



CH- 



c-4-ec. 



sarà 



^-4-ca>— A 



*H- 






C-KT— a 

ifc ^b 

80. 
Se ripigliamo F equazioni trovate di sopra per esprimere le 
differenze tra la quantità A', e le frazioni 7 > ^r >-^ > «e- > *" 
Tremo * 

Tom. L a6 
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ove apparisce che queste quantità sono alternativamente nega- 
tive e positive. E siccome i-hAX"=X'JC", i^X'''z=X''X'' , 
i-K^;5f''^=J?"'A''^ ec; sarà 

C'X'"-f.5'=(c«'-f.^')X'"-f.5'=(B'XV^')A:"' 

ec. 
e poiché X\ X" , X'" ^ ec. son maggiori dell' unità , le quantità 
X' , B'X'^'^A, C'-X"'"-*-5' , ec. anderanno sempre crescendo. 
Quindi le quantità^— ^'Jtr , B^BXy C— C'-Yjec. , se si fa 
astrazione dal loro segno, cioè se si prendono tutte positivamen- 
te« anderanno continuamente diminuendo. 

Se il denominatore n della frazione^-- è contenuto tra dne 

H 

ASC 

denominatori consecutivi delle frazioni 377 ' »r ' ^ ' ®^*' ^^^ 

ae è per esempio n>H e <C\ sarà prescindendo dal segno 
m^nX>B-^B> X y ed in conseguenA ^-C'^X. Si ponga 

Cn^^m=M, Bn^Rm=z]S , sarà mm-^^—g^, ^^^ ffC—Ba ' 
cioè, a n^otivo di B'C— 5C=-i , m=zCN^BM ,v=:C'N^ffM . 
Ora, poiché n<C ^ le quantità Af ed iV dovranno avere il me- 
desimo segno . Ciò posto , sarà m^nX:iiN(C'CXyM{BS'X) : 
ma M ed N hanno il medesimo segno, e B^B'Xy C — C'X se- 
gno diverso; dunque le quantità N(C^C'X) e ^M{B^B'X) 
avranno il medesimo segno , e quindi m^^nX^che è eguale alla 
loro somma , sarà maggiore di ciascuna delle quantità B^B'X, 



£ 
so il valore ài^X^ la quantità p-^Xq , facendo astrazione dai 



e C^^^X . Pertanto se — è una delle fi-azioni convergenti ver- 
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segni y avrà un valore più piccolo di quello che avrebbe , se in- 
vece dì p e q YÌ ni ponessero altri numeri minori • 
Sia adesso proposta la quantità 

Ax -f-JBj: "*" y^Cx y« . . . . -^-iVy , 
ove Ay B y C^e^. sono numeri interi, e si cerchi quali numeri 
interi si debbano prendere per a; ed y , perchè Y}uesta quantità 
divenga la più piccola possibile. Se chiamiamo a, a', a'^y ec. le 
radici reali /% h±xi\/'^i , ec. , le radici immaginarie della equa- 
zione 

Ai'^Bz'^^ ^i^"^ .... ^Nzro , 
la formola proposta si potrà porre sotto la forma 

-^(ar— ay)(rr— a'y)(a7— a"j) . . . [(x— ij)a-*-c*y*] .... 
e la questione si ridurrà a fare in mqdo » che il prodotto di que« 
sti fattori sia il più piccolo possibile. 

S# tutte le quantità a y a\ al\ ec. , i, ec. sono del medesi« 
mo segno, per esempio tutte positive, cerchiamo primieramen- 
te di trasformare la formola data in un'altra 

A{x'^^y){x'^y){x'^e'y) . . . [{x'^fy^-hc^y^] . . . • , 
ove le quantità 0^ e', ec./, ec. non siano tutte positive . Sia A; 
un numero intero positivo minore di alcune radici, per esempio 
di a e di a' , e maggiore di tutte le altre , e si faccia xzzx^-^-kyj^ 

la for mola data diventerà 

^(a?'-|-*I:^.y)(V-lJII^^y)(«WA--a^y) 

ove le quantità a— ft, a'--* sono positive, a"— &, ec, i— A:, eo. 

sono negative, e quindi abbiamo ottenuto l'intento. 

Questa soluzione riesce sempre, fuorché nel solo caso, in 
cui tutte le quantità a, «', ec. ,^i, ec. cadono tra due numeri 
interi consecutivi; ma allora potrà ttsai|i il metodo seguente. 

Siano le frazioni -7 , •& una maggiore, l'altra minore di una 

qualunque radice, per esempio di a, ma talmente prossime ad 
essa, che siano ambedue minori di tutte le radici più grandi di 
a, e maggiori di tutte le altre più piccole di a , lo che è sempre 
possibile , e si faccia x:r:ax'4^y , y=a'dF'-*-/?'y' . Sarà 

x'= ^^^3 f y'= ^^;^ > »** •^^^ ^ valori interi di x e di 
y corrispondano sempre numeri interi per x' ed j', converrà 
che sia a§*'^^:zdbi ^ alla qual condizione soddisfaremo pren* 
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dendo per -7 , ^ due frazioni consecutive convergenti verso a . 

Posto ciò 9 se facciamo 

^'=^(a-^'a)(a-aV)(«-aV) (a— a'A)« 

la nostra formola diventerà 

'ove la sola quantità ^ — ~ è negativa, e le altre tufte ^"^^ ^ , 



ec. iT^ 9 «<5. sono positive . Questo metodo è generale per tut- 

ti i casi , e per mezzo di esso la data formola potrà sempre tra- 
sformarsi nella seguente 

^V-«y)(*wy)(x'wy) . .. [(*v/y)«^»y]. .. , 

ove le quantità e, e', ec./,ec. sono tutte positive , ed è jf'— ^'= — — 

Premessi questi principi cerchiamo adesso il più piccolo 
valore, che la nostra formola può ricevere in numeri interi. Sia 
essa in primo luogo del secondo grado , e risoluta ne* suoi fattori 
ci presenterà da considerare le tre forme seguenti 

^(a>-a3r)(jr-H»'y) 

secondo che i di lei fattori sono immaginar) , o essendo reali 
hanno il medesimo segno o segni diversi. 

Incominciando dalla prima siano p e q i valori di ^ e di y 
nel caso del minimo, U quantità (/^—&f )'-!-«> 7^ sarà tale, che 
posti in luogo dìp e q de^numeri differenti, almeno fino ad un 
ctTto segno, essa acquisterà un valore maggiore. Ma se in luogo 
di jt' e di ^ porremo numeri minori, il termine c^q^ riescirà mi- 
nore; dunque converrà che divenga in tal caso maggiore la 

quantità /7^^ . Ciò posto io dico, che ^ sarà una frazione con- 
vergente verso b; poiché se non lo fosse, siano —, —quelle tali 

frazioni convergenti consecutive, nelle quali s è >^, ed n<f, 
e facendo astrazióne dai segni avremo m^^n<p-^q\ dunque 
(p^q)^'^^^q^ non sarebbe un oiinimo contro l'ipotesi. 
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Nel secondo daso ^vtxeày hanno il medesimo segno , al- 
lorché la formola è minima , il fattore ^-na'jsarà sempre mino- 
re ^ quando ad :r ed j si danno valori più piccoli , e perciò dovrà 
essere in tal caso un minimo il fattore x-^^y ; e quindi col di- 
scorso usato nel primo caso si proverà , che — sarà una frazione 
convergente verso a. Si vede egualmente^ che quando x eà y 
hanno segni diversi sarà nel caso del minimo r una frazione 

convergente verso a! . , 

Si trasformi la terza formola nella seguente 
A'(x'^ey')(x'^y), 
ed apparirà che, se nel caso del minimo x* ed y hanno il mede» 

Simo segno ,*6arà un minimo il fattore ar'— ey'=r 7" > cioè a 

motivo di a^^a costante, sarà un mìnimo il fattore j^— ay, e 

quindi — sarà una frazione convergente veréo a . Se poi x' ed y' 

hanno segni diversi , sarà un minimo il fattore x'-i-ey 



f,.f— g^flr 



/^w 



cioè il fattore x^^y^ e perciò — sarà una frazione converge- 
te verso al . Dunque nel caso del minimo — sarà una frazione 

convergente verso a o verso a* . 

Passiamo alla formola del terzo grado 
Ax^'^Bx^y-^^xy^'^Dy* , 
e consideriamo le tre diverse forme, che risoluta ne' suoi fattori 
può prendere 

^(x— aj)(j>— ay)(ar— a"j) 

ove si omettono le altre, perchè o si riducono a queste presa y 
negativa, o non presentano difficoltà. 

Riguardo alla prima , se nel caso del minimo x ed y hanno 
il medesimo segno, sarà un minimo la quantità (x*— aj)(a>-^a'j), 

X 

e quindi , per ciò che abbiamo dimostrato di sopra , — sarà una 
frazione convergente verso a o verso a' . Se x td y hanno segni 
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X 



diversi, saia un mioimo il fattore af-t-a'^y, e quindi—— sarà 

una Irarione eopTergente yerao a'^ . 

La seconda forinola si trasformi nella seguente 

onde apparisce che, se x^ ed y' hanno il medesimo segno, è un 
mìnimo il fattore ar'— «y , cioè ar— ay, ed— è una frazione con- 
vergente verso a. Se poi x' ed y hanno segni diversi, sarà un 
minimola quantità (jp'-*-ey)(a?'.4-e'y ) , cioè (j>-a'y) (a?— a"y) , e 

perciò — sarà una frazione convergente verso a* o verso a" . 

Finalmente la terza formola diventa 

A{x^^y)[(x'^fyy^^y^} , 
e se nel caso del minimo x* ed y hanno il medesimo segno, si 
vede che dovrà esser minima la quantità ^'-«<«y , cioè X'-^y; se 
poi x' ed y hanno segni diversi , sarà un minimo la quantità 

X 

(a?'-*-^')«-Hg'y* , o sia la quantità (x— Jy)*-f-c«y* . Onde— sarà 

una frazione convergente verso a o verso b . 

Continuando il medesimo ragionamento vedremo in gene- 
rate, che la funzione 

otterrà il più piccolo valore in numeri interi, quando — sarà 

una frazione convergente verso le radici reali , o verso le parti 
reali delle radici immaginarie della equazione 

^«%B«'*-'-hC«"-"* .... ^N=o , 
avvertendo che si dovrà prendere x ed y col medesimo segno , o 
con segni diversi, secondo che le corrispondenti radici reali, o 
le parti reali delle radici imnxaginarie saranno positive, o nega- 
tive • 

8i. 

Facciamo T applicazione di questa teoria alle formolo del 
secondo grado, e sia proposto di trovare il minimo valore della 
funzione 

Ax^'^Bxy-^Cy^ . 
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Le radici dell' equazione Az^-^Bz^Czzo sono espresse dalla foi> 
mula "" ^y^^ — Zlz 1, ore convien distinguere tre oasi. Pri« 

mieramente se B^'^é^C è un numero quadrato , le radici saran- 
no razionali, e la forraiila Ap^^^Bpq^^^^q^ diyenterà =0, w 

prenderemo ^ eguale all' una o all'altra di queste radici , e quin- 
di zero sarà il più piccolo Talore di essa . In secondo luogo se 
B^ — ^AC è una quantità negativa, le radici saranno immagi- 
narie; e perciò convertiremo in frazion continua la quantità 

^' prendendola positivamente, e trovate le frazioni conver- 
genti verso di essa prenderemo per/; i numeratori e per q i de- 
nominatori di queste frazioni, avvertendo di dare ap e q ì mede- 

B 
«imi segni o segni diversi , secondo che sarà -j positiva o nega- 

tiva . E quella supposizione , che ci darà il più piccolo valore 
della formula proposta, ci somministrerà il minimo cercato . 

hi terzo luogo se B^^J^AC è una quantità positiva non 
quadrata, bisognerà convertire in frazion continua la formula 

^^ ^ ■ ^^^ — l , ove il doppio segno db si prenderà in mo- 
do che questa quantità riesca positiva. Ad ottener ciò bisognerà 
eseguire il seguente calcolo, ove LhzB^-^/^ACy (60) 

zpfl A X<^E^k^ 

B'=aM^B A'=E^r£. i'<=^Jt^ 

ff'=AA'x'^B A"J^2r£. x"<:=E^l£. 

4A' . nA" 

ec. ec. ec 

finché si giunga ad avere ^<'**^>=:^<'*) , e B<'^'*>=b(") , es- 
sendo f» pari, perchè poi ritorneranno i medesimi numeri, e la 

frazione richiesta sarà Ah .Si cerchino le frazioni 

A'Vec. 
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— ; , ^ , -^ , ec. convergenti verso questa frazione continua , ed 

i loro numeratori sì prendano per x, i denominatori per y, e si 
dia a queste quantità il medesimo segno o segno diverso , secon- 
do chela quantità qpB avrà il segnQ superiore o l'inferiore. 
Quei valori di x ed y, che daranno il più piccolo valore della 
formula proposta, risolveranno il problema. Ma per verificar 
ciò non occorre fare un nuovo calcolo; poiché le quantità A' , 
A'\ ec. esprimono il valore della funzione data, allorché vi si 
pone a, |}, ec. in luogo di x, ed a'^ ^\ ec. in luogo di y. Infat- 
ti abbiamo veduto di sopra (60), che le quantità A' , A" , ec. si 
esprimono nel modo seguente. 

A' =AÀ^ -t-BA -f-C 

A''=A'A'^^B'X^A 

A'"=A''À"^^B"À''-hA' 

ec. ♦ 

£ se facciamo «zz^l-f— 7 , ai'=::>l'-+— 77 , »"z=i"-t- -77-,, ec, dalla equa- 
zione Az^'^Bz^C^o ne nascono le trasformate 
A' z' » ^E «' ^A =ro 

ec. 
Dal che apparisce che A è ciò che diventa la quantità 
Az^H-Bz^^C^ se vi si pone zzzX; A" ciò che diventa la quantità 
A'z'^'^B'z'-^A, se vi si pone z'z::à\ o sia ciò che diventa la* 

quantità Az^^^Bz^C ^ se vi si pone «iz^p =:-£-, e si tolgono 

poi le frazioni; A'" è ciò che diventa la quantità 
u4''ì5"»-^jB'W^' se vi si pone z''zzÀ" , o sia ciò che diventa la 

quantità Az^-^Bz-^ se vi sì pone znJr^ ^ , e m tolgono 

poi le frazioni , e così in seguito . Sarà dunque 

A' =Aa^^Baa'^Ca^ 
A"=A?^^B^P'^0'^ 

A'"=Ar^Byy^^r'^ 

ec. 
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cioè le quantità j4\ A\ A*\ ec. esprìmono i valorì della fun- 
zione Ax^^Bxy^^y^ , allorché in luogo di a? e di y vi si pon- 
gono i numeratori ed i denominatori delle frazioni -7, ^9 -^^ ,ec^ 

Pertanto il più piccolo numero contenuto nella serie Ay A\A", 
ec. sarà il minimo cercato. 

Esempio L 

Si debba cercare il più piccolo valore della quantità 
7jp*-+-aaxy-t-aoy* . 
Avremo Azzsj , £=;Aa, 0=20, e 5»— 4-^0^^-76 cioè negativa, 
quindi dovremo ridurre in frazion continua la quantità 

— 7 = . Operando sulla frazione — troveremo i denomina- 

*^. 7 ^ 7 ^ . 

ton I, ly 1, 3y e quindi dedurremo le frazioni convergenti 

T fl 3 II . S . ... ^. j 

— , — , — , — , e siccome — -n è una quantità negativa , dovrei 

mo tentare per x i numeri i , a, 3^ 11 , e per y i Uumerì — i, 
-^i f —a, e —7. Ciò posto se esprimiamo con la lettera X la 
funzione proposta troveremo 



X 


y X 


1 


7 


I 


— r 5 


A 


-I 4 


3 


—a II 


II 


—7 i33. 


Quindi il più piccolo valore di AT è 4> « questo risulta dai va-* 


lori XZZ2, y=— I . 






Esempio IL 



Sia proposto di trovare in numeri interi il più piccolo vaio* 
re della quantità 

8ap«— i i7xy-*-4^6y* . 
Avremo ^s8, jH=— 1 17 , ^/(Ji*— 4^C)=q/I>=|/57, e siccome 
X) è positiva dovremo convertire in frazion continua la quanti* 

tà 7^*y 7 , e acciò questa sia positiva » prenderemo 117 

16 
sempre col segno superiore^ e l/S^ coli' uno coli' altro segno» 
Tom. L 27 
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pre più grandi. Infatti nell'una e nell'altra serie dei numeri 

j4, A\ A\ ec. il termine ^i ritorna sempre dopo sei termini . 

• Onde spingendo pia avanti le frazioni convergenti , potremo 

prendere per — quelle che corrispondono nel primo caso ad 

A ,A y ec. e nel secondo ad ^ ^A , ec. Si può an^^ 
Cora trpvare una formula generale, la quale comprenda tutti 
questi valori di x e di y. Chi ne jfosse curioso, potrà vederla 
nelle Memorie di Berlino deW anno 1768. a pag, ia3. Se fosse 
stato richiesto il più piccolo valore positivo , che può prendere 
la nostra formula, questo valore sarebbe =a, il quale corri- 
sponde nella prima serie ad A* , e nella seconda ad A!" . 

8a. 

Da questi princìpj il Sig. de la Grange ha dedotta la riso- 
luzione in numeri interi dell'equazione Ax^'^Bziy^ . S'inco- 
minci dal riflettere, che se x e ^ hanno un fattore comune a, 
anche y conterrà il medesimo fattore , e quindi Bimy^'^Ax^ do- 
vrà esser divisibile per a^ . Onde se B non contiene alcun fat- 
tore quadrato, x e jB dovranno esser tra loro numeri primi. Ma 
se B contiene un solo fattor quadrato a^ , x potrà esser primo 
con B 9 o contenere il fattore a. Nel primo caso risolveremo 
r equazione y^^Ax^znB supponendo x e B primi tra loro, nel 

secondo risolveremo l'equazione y^^^Ax^^ — ponendo a; e — 

numeri tra loro primi, e poi moltiplicheremo i valori di x e di 
y per a. Se J3 conterrà due fattori quadrati a^ e i*, converrà 
prima risolvere l'equazione y^'^Ax^zzB nella ipotesi di x e B 

tra loro primi, poi l' equazione y»—^jc»=r— nella supposizic» 

ne che x e — siano primi , e finalmente l'equazione 

B B 

y*— ^x*=77 nella ipotesi di x Ctj primi tra loro. I valori di 

X eàìy ottenuti* nel secondo e nel terzo caso si moltiplicheran- 
no poi respetti vamente per a, o per i. E cosi in seguito. 

In tutti questi casi adunque l'equazione si ridurrà alla for* 
ma j*— y4ar*=B, ove x e B sono tra loro numeri primi, e con- 
verrà che y^'^Ax^ sia divisibile per B • Si faccia (64) y=:«a>— B«, 
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e r equazione data diventerà (/»«— y<)a?*— anJJa?JK-#-J?««*=S ; e 
siccome x è primo con B, dovrà esaere n^-^A divisibile per B. 

Sì cerchi un numero ti tale che sia ^ eguale ad un numero 

Intero C, e si avrà l'equazione 

ove per n si potranno prendere tanto positivamente che negati- 

B • , n^—A 

vamente tutti quei numeri < — che rendono ■ ^ un nu- 

B 
mero intero , omessi quei valori di n» che sono > — (64) • Senon 

si trovasse alcun valore di »» che avesse queste condizioni, bi- 
sognerebbe concludere che l'equazione y^^^Ax^zziB non è riso- 
lubile in numeri interi . Ma se troviamo uno o più valori sod« 
disfacienti di 71, gli considereremo successivamente uno dopo 
r altro 9 e faremo il discorso seguente: 

Siccome le quantità C^n, B ,x e z sono numeri interi, la 
formula Cx^^^znxz-^Bz^ sarà sempre un numero intero /e 
V unità sarà perciò il più piccolo valore positivo che essa possa 
avere, se pure non potesse diventar zero, il qual caso per ora 
escludiamo , perchè ne parleremo pòi separatamente . Si cerchi 
adunque col metodo precedente il più piccolo valore che possa 
ricevere questa formula, e se esso sì trova eguale all'unità, 
a¥remo la risolu;sione dell' equazione Cj?^— 2n^jB-i-jBz'=i , cioè 
della proposta ^j:^-^i%=y' : se no, siamo certi che essa non è 
risolubile in numeri interi. Convien pertanto distinguere due' 
casi , secondo che la quantità ^^*^^Czzi^A sarà positiva o ne* 
gativa. 

Se A è una quantità negativa, si convertirà la frazione ^ 

presa positivamente in frazion continua, e formatene le frazio- 
ni convergenti verso di essa si prenderanno i numeratori per x 
ed i denominatori per z, e quelle supposizioni che rendono la 
formula Ca;*— a/ixz-«--Bz" eguale all'unità, risolveranno il pro- 
blema . Onde apparisce che il numero delle soluzioni sarà iu 
questo caso sempre limitato. 

Se ^ è una quantità positiva, poiché Zh=:4^, prenderemo 

i segni di n e di [/A in modo che la quantità ^iB^ — diventi 

positiva , poi faremo il calcolo seguente : 
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C, XK^Ì^kld 

C 

n'=rxC-n , C=r?!!rd /l'<l2!S^ 

n"=K'C^n', <^'^:^é ^^<-»W^ 

ec* ©e. / \ ec. 

finché ritornino insieme due termini corrispondenti nella prima 
« nella seconda serie . E se nella seconda serie troviamo alcuna 
delle quantità C, C, ec. eguale alF unità, avremo altrettante 
soluzioni della proposta; se bò «ssa non sarà risolubile in nu» 
meri interi • Per avere i valori di x e di si formexanoo le fra- 

iziónì convergeiitl vèrgo ia fraszion continua lAn ^ , e 

X"-i-ec. 
la frazione corrispóndente a quella delle quantità C, C, ec, 
"che è eguale all'unità, ci darà nel numeratore il valore di x e 
nel denoniinatote quello di z. 

Se A fokse un quadrato rra> , avremmo il caso, in cui la 
formula Ca:»— 2/i^zVBz* può divenire zero, perchè può risol- 
versi in due fattari raziotiali • Infatti questa formula è eguale a 
\ x^nx) ^ z ^ j^ qiiale nel oaso di A::za^ sì può mettere set- 

lo la for«a {C^\n-^HC^^-'^)A . Qra«i»ndo 

C • 

!ì!^-.fc±2fcf)_jB^ dovrà essere il prodotto (n^)(ii-fl) 

divisibile per C, e quindi se C si risolve in due fattori i e e, 
dorrà essere uno dei numeri 71-4-^, ;»--a divisibile per i, e l'al- 
tro per e. Sia dunque nH-ar^, nf^^^ccrgc , cvefeg sono nume- 
ri interi, e i due fattori della quantità Cx^^'^nxZ'^Bz^ saranno 
c^v=t^, ^j::^z: e dovendo questi esser numeri interi, bisogna 
che ciascuno di essi sia ì=dri. Si faccia pertanto c:rdb/z==t:i , 
^ytr^?r-sfc:i , « da quest'equazioni si deducano i valori di a; e z ; 
i quali se riesciranno interi, ci daranno la soluzione bramata, 
«e nò la proposta non sarà solubile in numeri-interi . 

Ma nel oaso di l^=a> si può il problema xisolvere pia fa- 
cimento nel modo seguente. Siccome l'equazione j''—a^a?':=jB 
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8i può mettere «otto la forma (y-HJiF)(y— ax)5:B, se <diiamìamo 
b e e ì due fattori di JS, avremo j'4-a4c::=t:ft , y— aap=dic; e da 
quest'equazioni ai dovranno dedurre i valori di x ed j, i qua- 
li , 96 saranno interi > risolveranno il problema. 

ESBA^PIO I. 

Si debba risolvere in numeri interi requaaiooe y^-^-Sar'rri 24. 
Siccome 1^4 contiene il fattore 4 ^^^ ^ ^^ quadrato , do- 
vremo prima risolvere Tequaaione jA-^ix>=ia4 considerando 
xe ia4 come primi tra loro, poi Tequazione y ^-^3x^=3 1 ri- 
guardando X e il come numeri tra loro primi. Cerco primiera- 
mente il numero n tale, che sia n*-f-3 divisibile per 124, e tro- 

\o per n i numeri 1 1 e 5i , che sono i soli tra i minori di — -^ , 

che soddisfacciano. Facendo dunque ;^=iia*— 1242 ottengo 
l'equazione 

e siccome A è negativa , i valori dì x e z non potranno che es- 
sere egnali vespettivamente ai Dumei>atpri ed ai denominatori 

delle frazioni •- , e — : U prima lupposizion^ soltanto mi ren- 
de la fpNQula^^-*2fta»-«-ia4^> eguale ali* unità; onde deduco 
la soluzione x:^i , e z=o» cio^ xzzi , %ày:zzi i . 

Se prendo l'altro valore dì n, e faccio jzcSij?— *ia4«> ho 
l'equazione 

, %^x^'^i02xsHhiak4si»^i . 

Risolvio in frazion contìnua la quantità — =^2., e troVo le fra- 

ziooiXì^aTergwti varso'di essa -i , 1 , il , i numeratori ed i 

1 a 7 
denominatori delle quali devo tentare re^Uìvnmeote in luogo 
di X edi^.Oraindicanfo j>erJlLl^ quantità a ià?a—ioax«-i-ia42« 
io trovo 

I o ai 

5 a ' I 

^7 7 ■ -fr 

dunque ho una nuova soluzione ponendo x=5,' «aia, cioè ocsS,- 
3=7- ..... 
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Adesso per risolvere l'equazione j*-H3r^rr5r, cerco un 
numero n tale, che sia /i*-ft-3 divisibile per 3i , e trovo 71=111 , 

e questo è il solo valore soddisfaciente di n, che sia < — .Pon« 
go yzziiX'^iiZy ed ottengo l'equazione 

Riduco iQ frazion continua la frazione -r-, e trovate le fra- 

zioni convergenti — > — » "T" > pongo di esse 1 numeratori per x, 

i denominatori per z, e denotando per X la quantità 
4x>— 2a:r2[-i-3iJS^ ritrovo 

'« z X 

r o 4 

a I 3 

3 1 I 

II 4 la, • 

ed ho una soluzione dell'equazione j«-f-3a!'«:=3i facendo ar=r3 , 
z=zi , cioè :r=:3y )cza. Questi valori di.^p e di j soddisfaranno^ 
alla proposta se gli moltiplicherò per a, e fatto ciò diverranno 
0^=6, 3^=4- Onde la proposta ammette in numeri interi tre so- 
luzioni , che sono 57=1 ,5,6, e rispettivamente yizzi 1,7,4* 

Esempio II. 

Sia proposto di risolvere in numeri intéri l'equazione 
y"— a?«:=63 , ove ^ è un quadrato . 

Il numero 63 pu^ essere' ti prodotto di due fattori in tre 
maniere, le quali ci danno 63=63. I=:ai.3ss9*7 . Dalla prima 
combinazione ricaviamo j-*-ac=63, y^^x^zi , cioè 3r:=3a , :i;=3i , 
dalla seconda j-t«j:sai , y— ar=3, cioè^=:ia, «369, e dalla Mr« 
za y-^xzzg , j— :r=7 , cioè j=8 , x=i . E queste sono le soluzio- 
ni dell'equazione proposta « 

EéBMfio III. 

Si debbano trovare le soluzioni in numeri interi dell'equa* 
zione j»— i3xa=ioi . 

Cerco primieramente il numero n tale, che sia n« — 13 di- 
visibile per loi ; trovo 7i=35, e questo è il solo valore soddis&- 

ciente di », che sia < . Faccio perciò yrrzUx^ìOiZy ed ot- 
tengo r equazione - * * • 

i2a:3-»70Xìs-hioiz'=i . 
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Siccome A è positiva, convien coaverdre in frazione continua 
la quantità ^ ^^^ , la quale perchè riesca positiva bisogna 

prender sempre il segno superiore di 35, e l'uno o l'altro segno 
di l/iS. Prendo in primo luogo |/i3 positivamente, e fò il cal- 
colo seguente : 

n =-35. • C =.a, X <l!:J±llÌ=.3 , 

12 

n' =36-35=1, a =i=:!i=-'i, A' <zlzklll=4, 

J2 —I 

n" =-4h.ì=-$, C" =z2=li= 4, X" < ^'^ =i , 

—i. 4 ■ 

«'" =4-3=/, C" =-I=lÌ=-3, A'" <=l^^=i , 

n- =^4-»-=-3, C" =^=4Ì= X, A- <_^:tl^=6 . 
^ — 4 • I 

„''"=6-3=3, C"" =-2^=-4. A-'"<Z!^=| . 

«•'"'=-4*3=-i, cy"'=-~-t=5,!^^"' < '"^'^ =i> 

«•'""=3-x=a, €"""=-^^-3 ,A''""<:=22-i^=i , 
„- =-3*a=-,, C' =-^3^= 4. A- <-i:^=r. 
»-=4-.=3, c'-^illli^-,, ,-<=3^=6, 

„'"=-6*3=-3, C'"=^= 4. 

e qui mi fermo , perchè »'"=«", e C'^szC" . Siccome «eli» 

serie delle quantità C, C , C", ec. « troYB C'^^^zt , l' equazio- 
pe proposta sarà risolubile, e per avere i valori di x e z con- 
Tom. J. a8 
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da ambe le parti si potranno prendere le ascisse AP . Ma se pon^ 
ghiamo i valori positivi alla destra del punto A^ le ascisse Ap^ 
prese dalla parte sinistra esprìmeranno i valori negativi. Infatti 
se, chiamando RA:^ui, prendiamo il punto R per principio dei 
valori di una naova variabile x\ è chiaro che otterremo il me- 
desimo, punto P della retta, o ponendo x'zza-^x, se è data 
aczzzAPy o ^p=ra?'— a, se è data x'z^RP . Ma se x' è positiva e <a , 
il valore di x sarà negativo , e siccome l'estremità/?' dell'ascis*- 
sa Rp' cadrà in tal caso alla sinistra del punto ^^posì il valore 
negativo di x dovrà prendersi dalla parte sinistra del punto A - 
E del tutto arbitrario il prendere una parte o l'altra per i valo- 
ri positivi , ma fissata questa una volta, i valor negativi saran-* 
zio contenuti nella parte opposta. 

Vediamo adesso , come si possa esprimere gepmetricamente 
qualunque funzione della variabile x. Sia y questa funzione di 
X , e siccome per qualunque dato valore di x la funzione y acqui- 
sta un valore determinato, presa (Fig. 8) la retta RS per rappre- 
sentare i Valori di a;, a qualunque ascissa determinata AP si 
applichi in P perpendicolarmente la retta PM eguale al valoro 
corrispondente di j, e se egli è positivo si prenda PM sopra la 
ietta RS^ se è negativo si prenda PM al di sotto . La figura rap- 
presenta una funzione tale di x , che posta x^zo , il valore di y 
è positivo ed :=iAB; posta xzzAP y diventa y^PM^ se xzzAD^ 
è yzzOy e se xi=,AP^ ^ la funzione y acquista un valore negativo, 
onde l'applicata P'3f ' cade al disotto della retta RS. Similmen- 
te per i valori negativi di a;, all'ascissa AP^ corrisponde l'ap- 
plicata P''M'^ positiva, ad xtZf^AE corrisponde yzzo , all' ascis- 
sa AP''* corrisponde l'applicata negativa jP^'itT ". 

Se tutti i valori di y, che convengono ai valori di x, si 
esprimeranno in questa maniera per mezzo delle applicate PM, 
Y estremità di queste applicate presenteranno una linea o retta 
o curva, la natura della quale dipènderà dalla funzione v- B 
questa curva si conoscerà perfettamente , perchè tutti i di lei 
punti son determinati dalla funzione y\ infatti se da ciascun 
punto della curva si tira una perpendicolare alla retta RSy si 
conoscerà il valore di a;, e quindi l'applicata corrispondente. 
Come le funzioni si richiamano alle linee curve, così viceversa 
le èurve si riducono alle funzioni . Poiché la natura di una cur- 
va è espressa- da una data funzione di Xy la qual funzione dà la 
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lunghezza delle perpendicolari Pikf, mentre le distanze AF so» 
no rappresentate dalla Tariabile x. Convien qui fare attenzione 
ad alcuni nomi che sono in uso: la* retta lìS^ nella quale si 
prendono i valori di ^^ si chiamai' ai56 della curva y il punto A^ 
dal quale incominciano i valori di jp, ai chiama il principio o 
r origine delle ascisse, le perpendicolari PM eguali ai valori 
della funzione y si chiamano le applicate o le ordinate , le quar 
li si dicono ortogonali o rettangole ^ se sono perpendicolari alle 
ascisse , come le abbiamo fin qui supposte. Ma può accadere , 
che e%w formino un angolo obliquo con l'asse, nel qual caso si 
dicono obliquangole. Finalmente le ascisse e le ordinate insieme 
considerate si dicono le coordinate della curva , o siano ortogo^ 
naii o obliquangole: ma si devono reputar sempre ortogonali^ 
ae il contrario espressamente non si avverte. 

84. 

Essendo y una funzione di x, sarà data una equazione tra 
y ed X, la quale si dice che esprime la natura della curva , ed i 
varj generi delle curve si dovranno ripetere dalla diversiti delf^ 
le loro equazioni . Primieramente adunque, come le funzioni^ 
così le curve si divideranno in algebraiche e trascendenti , secon- 
do che la loro equazione sarà algebraica o trascendente : le cur- 
ve algebraiche si chiamano ancora geometriche, e meccaniche le 
trascendenti . Ma ciò che specialmente importa per la cognizio- 
ne delle curve', si e V osservare se j è una funzione uniforme ò 
moltiforme della variabile x^ cioè se a ciascun valore di x corri- 
spondono uno o più valori di y. Sia y primieramente una fun«> 
zione uniforme di x, e siccome dando qualùnque valore ad x 
abbiamo un solo valore per j, la curva sarà tale, che da qua- 
lunque punto dell'asse tirata una perpendicolare PM taglierà 
sempre la curva in un solo punto jÀf. E siccome l'asse si esten** 
de da ambe le parti-ali' infinito, la curva ancora scorrerà da una 
parte e dall'altra all'infinito, ed accompagnerà Tasse con un 
tratto continuo, il quale ò espresso dalk FJg. 8.^ 

Sia y una funzione biforme di x^ cioè sia y^izaPy-Q, essen- 
do P e Q funzioni uniformi di x . Avremo yizP^^(P^ — Q)^ 
ed a ciascuna ascissa x corrisponderanno due valori dell'appli- 
cata y,i quali saranno reali o immaginar], secondo che sarà 
P*>V2, o P^<Q, Nel primo caso (Fjg.9) all'ascissa AP corri- 
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sponderanno due applicate reali PM^PSiT*. nel secondo T asci »« 
sa j4p non avrà alcuna applicata. Ma dair esser P*>Q non po- 
trà divenire P*<Q, se prima non si abbia il caso di P^^zQ : 
quindi ove cessano le applicate reali, come in C ed in G, sarà 
y:rzP±iOy o sia le due applicate diventeranno eguali , e la curva 
volgerà indietro il suo corso . La curva adunque può essere in 

Ìnesto caso composta di parti tra loro disunite MBDB'M' , 
'M"HM"\ le quali però prese insieme costitaiscono una sola 
curva continua. 

Sia y una funssione triforme di x, cioè sia determinata ^^\» 
la equazione y»-f-Py»-»-Qy-*-it±o. Avrà in questo caso y tre 
valori , i quali o saranno tutti reali , o uno reale e gli altri ìni«> 
maginarj . Quindi tutte le applicate taglieranno la curva o in 
tre punti, o in un solo, fuorché dove più punti d'intersezione 
si riuniscono insieme; ma siccome y ha sicuramente un valore 
reale, la curva si estenderà all' infinito da ambe le parti . O sa- 
rà dunque composta di un solo tratto continuo, come uelja 
Fig. lo.^, o di più parti tra loro staccate, come nella Fig. ii.*, 
le quali tutte compongono la curva data. 

Sia y una funzione quadriforme, cioè l'equazione della 
curva sia y*-f-Py'-*-Qy*-i-/?j-*-53=o, ed a ciascun valore di x 
corrisponderanno quattro valori reali di j, o due, o nessuno • 
Quindi le ordinate incontreranno la curva o in quattro punti , 
o in due, o in nessuno, i quali casi sono tutti espressi dalla 

Fig. I2.» 

Onde in generale apparisce , che se nella equazione della 
curva y è elevata alla potenza ti, il numero delle ordinate reali 
«ara o », o TI— a, o n— 4> ^ 1—6, ec. Se dunque n è un numero 
dispari, la curva avrà per lo meno un ramo che scorre all'infi- 
nito, e se dalla medesima parte più rami vanno all'infinito, il 
loro numero sarà sempre dispari : ma se n è pari, il numero dei 
rami infiniti sarà pari.. Se poi si contano tutti i rami, che da 
una parte e dall'altra scorrono all'infinito^ il loro numero sarà 
pari , comunque sia n o pari o dispari . 
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' CAPITOLO Vili, 

Della permutazione delle coordinate , e dei diversi ordini 
delle curve . 

85. 

idiccome la posizione dell'asse, e l'origine delle ascisse dipen*' 
dono dal nostro arbitrio, la medesima curva mutate le coordi-. 
nate potrà rappresentarsi da infinite differenti equazioni. Ma 
6e sarà data l'equazione della curva per un dato asse, se ne po- 
trà facilmente dedurre l'equazione della medesima per un altro 
asse qualunque. Sia qualsivoglia curva (Fig. i3) riferita all'as- 
se RS j e sia data l'equazione della medesima tra le coordinate 
AP:^Xy e PMzzljj e si voglia Inequazione della curva per un al- 
tro asse rs ^ ove T origine delle ascisse sìa in Dy tra le coordina- 
te DQzzt , e QMiziw. Si tiri DG perpendicolare; e DO paralle- 
la all'asse RS , e siccome il nuovo asse rs è dato di posizione^ 
ai conoscerà l'angolo ODs, di cui si chiami il seno m, ed il co- 
seno n, cosi che 8Ìa;7z*-f-7ia:=i ; inoltre sia-4G=ia,i7Gz=ft.Tirato 
le rette Op , Oq perpendicolari alle nuove coordinate DQ^QM^ 
sarà Ojp=:OT(arH-a) , Dpzzn{x^¥-a)^ Oqzurn^y'^) , Mqzzn{y^); onde 

Quindi si deduce mi/-f-/ifc=(/n*-Hi»«)(x-i-a), ed 
?ia— //»/=:(m*-4-«*)(j-HÌ) , cioè x:izmu'-^nt'''^ , yzznu'^mt^^ ; i 
quali valori sostituiti nella equazione data ci somministreranno 
l'equazione della curva riferita all'asse rs. 

Pòste le medesime denominazioni , se vorremo adesso che 
una nuova applicata TM formi con l'ascissa DT un^.angolo da- 
to ^, di cui sia il seno rr/ii', il coseno zzn! , chiamando m)T r, e 

TM z avremo ■jg^=:-.-::scn.Af TQ=wi' , onde u:z:niz , e 

5^=:-— :;:r«', cioè tzzr-^n^z. Sostituendo adunque questi va- 
lori di li e di t avremo x=:,nr'^nn^'^mrn)z'''^a y ed 
yzz^^mr'k*(m*n'^mn')z'^ . Se ponghiam'o nella equazione data 
questi valori di x e dìy ^ avremo l'equazione generale della cur- 
va riferita a qualunque asse con qualsivoglia inclinazione delle 
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coordinate, la quale compreDderà tutte I* equazioni particolari 
della medesima curva. Si osservi, che essendo nei valori di a: e 
di y una gola la dimensione di r e di z, in qualunque modo tra- 
fiforroìamo l'equazione della curva mutando le coordinate, essa 
limarrà sempre del medesimo ordine , 

86. 

Abbiamo divise le curve in algebraiche e trascendenti \ 
ma in tanta copia di curve algebraiche è necessaria una ulterio- 
re divisione. Nel distinguere le diverse specie dobbiamo por 
mente a qualche carattere, il quale non vari mai nella is tessa 
curva, né possa in vigor dì esso una medesima curva apparte- 
nere a differenti specie. Abbiamo osservato di sopra, che una 
curva riferita a qualunque asse mantiene sempre la sua equa- 
zione del medesimo ofdine. Quindi dall'ordine dell'equazione 
delle curve possiamo ripetere la loro distribuzione in classi . Se 
dunque nella equazione di una linea la massima dimensione 
delle variabili or ed y è l'unità, diremo questa linea essere del 
primo ordine ; se le variabili avranno due dimensioni , la linea 
sarà del second' ordine, e così in seguito. 

L'equazione generale delle linee del prim' ordine sarà per- 
tanto aj-4-ia?— c=o , ove le quantità costanti a, i, e, possono 
f'ssere e positive e negative. In quest'ordine non è compresa al- 
cuna curva, ma l'equazione appartiene sempre ad uua linea 
ietta, che si può costruire così. Si prenda (Fig. i4) 1^ retta BS 
per asse, e il punto A sia l'origine delle ascisse, e siccome fa* 

cendq yzzo abbiamo ^x^^^^» prendiamo j4Dzz-r9 e 1* retta pas- 
serà pel punto jD. Similmente facendo :n=o abbiamo y^-- on- 
de al punto A corrisponde l'ordinata AEz^-- . Per i punti D ed 

JE si faccia passare la retta LL\ e questa sarà la linea rappre- 
sentata dall'equazione data. Perchè prendendo qualunque ascis- 
_fa APzzXy a cui corrisponda l'applicata PMzny ayremo sempre 

PM: PDzzAE : AD, cioè.y : ^^x=l : -, e moltipUcan- 

*do gli estremi* ed i medj termini di questa proporzione 

cy c^ ex . j 1 ^ Il . X 

-T-:=-T— — , o sia ay-^x^^c — o, che è 1 istcssa equazione prò-» 

posta. 
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Se Jrro, sarà ^i[fe:— rr oo; onde la retta LV non incon« 
o 

trerà mai Tasse, cioè gli sarà parallela. Se poi azzo , allora sarà 
AE'^z 00 , e la retta LU sarà parallela alla retta AE , o sia per- 
pendicolare all'asse. Finalmente se czzo , sarà ALhno, AEzzo, 
onde la retta LL' passerà pel punto A . Per trovare un altro 
punto iupponghìamo xsa, ed avremo ay-4-fli=:o, cioè yi^z-^b . 
Quindi presa l'ascissa ACzzza ,.e l'ordinata CF:zdb dalla parte in- 
feriore , perchè il valore di CFzny è negativo , la retta cercata 
passerà per i punti ^^ ed jP. Questi tre casi sono espressi nella 
Fig. i5.» 

L'equazione. generale delle linee del second' ordine sarà 
ay*-i-^j:H-^:r»«Wj-i-ear-4^/=o • Le linee curve contenute in 
quest'ordine sono le pia semplici di tutte, perchè il prim'ordi"- 
ne non contiene alcuna curva. Le costanti a, &, e, ec. si pos- 
sono determinare in modo, che quella equazione rappresenti 
tutte le diverse curve, che volgarmente si chiamano le Sezioni 
Coniche y come tra poco vedremo. Similmente l'equazione del- 
le linee del terz' ordine sarà ay*H-ij*x-+-c^a7*-i-rfa7'-f-6y»-f^xy 
^H-g"JF*-4-Aj-*-ia?-*-A"=o, e così in seguito. 

Data dunque l'equazione di una curva, dalla massima di- 
mensione delle variabili si ^otrà subito giudicare, a qnal' ordi- 
ne la curva appartenga. Ove conviene osservare, che, se Te- 
3 nazione contiene radicali o frazioni , prima di giudicare dell'or- 
ine della curva bisogna. ridurre l'equazione ad una forma in- 
tera. Così l'equazione y^zz:x\/(a^^x^) essendo del quarto ordi- 
ne , se si lìbera dai radicali^ ci. darà una curva del quarto ordi- 

ne : parimente la curva espressa dalla equazione y^iz — j — ■ — 

sarà del quart' ordine. 

Determinato l'ordine della curva, per ben conoscerla biso- 
gna che sia dato ancora l'angolo fornuato dalle coordinate, poi- 
ché la medesima equazione jappartiene a diverse curve, secondo 
che le coordinate sono ortogonali o obliquangole. Cosi l'equa- 
zione y^zza^'^x^ appartiene al circolo , se le coordinate sono 
ortogonali, M ellisse , se sono obliquangole. . 

Finalmente conviene osservare, se l'equazione della cur- 
va è risolubile in fattori razionali, perchè se comprenderà due 
o più di tali fattori, sarà composta di due o più equazioni, cia- 

Tom. /. ja9 
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•cuna delle quali daià una curva particolare. Coteste equazioni 
iQioltiplicute insieme danno 1* equazione proposta , e siccome 
questa operazione può dipendere dal nostro arbitrio, così dob« 
liiamo reputare, che l'equazione data non esprima io tal casa 
una sola curva continua, ma una curva composta di più curve 
continue, che chiameremo complessa. Così l'equazione 
.'>'»— fly*-xy-f-a:c:z:o, quantunque sembri essere di una linea del 
acconci' ordine, pure potendosi mettere sotto la forma 
(y— j:)(j— o):=o, contiene le due equazioni j-^a;=:o, y— <i;z;o ^ 
piascuua delle quali rappresenta una linea retta* 

CAPITOLO IX. 

Pelle linee del seconda ordìnt . 

87. 

jL er conoscere le varie specfe di curve , che son comprese nella 
equazione generale delle linee del second'ordiQe 

poDghiamo jc;^?— ■ ■ / , ed ordinando i termini avremo 

Ond* « fecciamo A=Ì^=M, 5=^^^, Czz^-^=^, Te- 
quaziooe delle linee del second'ordine diventerà 

Ora è chiaro, che la diversità delle linee contenute in questa 
equazione dovrà ripetersi dai coefiBcienti A ^ B , e C. Ma dalla 
loro diversa quantità non può arguirsi la differenza delle curve , 
poichf> l'equazione esprimerà sempre la medesima curva, allor- 
ché permutate le coordinate le quantità \^, jB, e C diventeran^» 
no maggiori o minori . Rimane dunque a ricercare la differen- 
za delle curve ne'di versi segni deller quantità A^ By e C . Ma 
cangiata l'origine delle ascisse la quantità A può mutare il se^ 
gno, e B. diventa negativa se ai pone — x in luogo di x, quan-r 
tunque nell'uno e nell'altro caso la curva rimanga la medesi- 
ina; qualunque permutazione poi non induce alcuna variazione 
nel segno del coefficiente C: quindi dal segno di questo coe(]&^ 
ciente dovrà ripetersi la diversità delle curve , 
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Sia ptimieramente C una quantità positiva, e posta xzz. co 
la quantità ^-4-Bjr-i-Ca?" avrà un valore positivo; onde z avrà 
- due valori reali corrispondenti all'ascissa xzzoo» Similmente, 
posta :rr2— co, z ottiene due valori reali corrispondenti ali* ascis- 
sa orzz-— 00 . Quindi , essendo C positiva , la curva ha quattro ra« 
mi, che scorrono all'infinito, e si chiama Iperbola. 

Sia C negativa, e posto tanto a;=r co, che a:=— » , la quan- 
tità ^-f-jBxH-C^* sarà negativa, ed i valori dì z immaginar]. La 
curva adunque non ha alcun tamo infinito, ma è tutta conte- 
nuta in uno spazio finito. Questa «pecie di linee del second' or- 
dine sì chiama Ellisse. 

Se C svanisce , ne nasce la terza specie dì curve, che hannt> 
il nome di Parabole^ e la natura df queste curve è espressa dal- 
la equazione z^tzji-^Bx. Ponendovi ar=:oo la quantità A-k-Bx 
è positiva, e z ha due Valori reali , e perciò la Parabola ha due 
rami infiniti. Né può averne piò di du©, perchè posta a?=r— oo, 
il valore di «diventa immaginano ..Abbiamo supposto i? positi- 
va , ma niente importa se sarà negativa , perchè posto nella equa- 
zione — :r in luogo dì j; la curva non si cangia • 

Abbiamo pertanto tre diverse specie di linee del second'or- 
dinp, TEllisse, la Parabola, e Tlperbola, e la loro diversità di- 
pende dal numero de' rami infiniti; perchè l'Ellisse non ha al- 
cun ramo infinito, la Parabola ne ha due, e l'Iperbola quattro. 
Vediamo adesso quando l'equazione generale presenta ciascuna 
di queste specie. Primieramente la curva sarà una Ellisse, se C 

è ^c, ma C=— — 2 — ; dunque l'equazione generale darà una 

Ellisse quando 4^c>A», cioè quando la quantità ay^-^iyàc-^^x^ 
(che contiene tutti i termini, ne'quali le variabili formano due 
dimensioni) avrà i fiittori immaginar] . La curva sarà una Iper- 
bola, quando O»o, cioè b^'>^ac ^ o sia quando la quantità 
ojr»-f^:r-f-Cd?* si potrà risolvere in fattóri reali disuguali . Fi- 
nalmente la curva sarà una Parabola, se C=:o, o sia A>»=4^c, 
t;ioè se la quantità ay^^^iyx-i^x^ avrà due fattori eguali • 

Passiamo a trattare in particolare di ciascuna di queste li- 
tie« , ed in primo luogo parliamo dell'Ellisse. La di lei equacìo- 

ne è y^z:zA'^Bx'^Cx^ , o dia posto x^ — r% in luogo di x^ 
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y^-zzA-^x* , ore A e C sono quantità positive . Siano ortogo- 
nali le coordinate, e presa la retta AB per asse (Fig. i6) sia C 
il principio delle ascisse • Se facciamo xzzo, abbiamo due valori 
reali di y, cioè j — ijLj /^y i quali sono tra loro eguali in quan- 
tità, ma uno è positivo e l'altro è negativo. Tirata dunque pel 
punto C perpendicolarmente all'asse la retta DE si prenda 
CDrzCEzzi/A , e la curva passerà per i punti D ed E. Facen- 
do adesso y=:o avremo due valori di a:, cioè ar:=:drt/ j^ ; on- 
de prese sull'asse da una parte e dall'altra le rette 
C-rfc:CJ?=|/^r^ , i due punti A e.B apparterranno alla cur- 
va. Per gli altri valori CP dell'ascissa x l'ordinata y avrà due 
valori eguali P.M^ PM\ i quali saranno reali se CP<CA^ im- 
maginar) se CP>CA 9 come apparisce dalla equazione. E sicco- 
me posto — A7 in luogo di x il valore di y rimane lo stesso, l'el- 
lisse avrà quattro parti simili ed eguali tra loro AE , BEj BD, 
AD» Le rette AB^ DE si chiamano gli assi dell'ellisse, e la 
maggiore AB l'asse maggiore, la minore DE l'asse minore . 

Facciamo Tasse AB=%a, e DEz=:2b\ sarà a^rrg-, 4»=:^ , 

onde Cri— 1= — • Sostituiti questi valori Tequazione dell' el- 

lisse diventerà y^ziJ* jo:», cioè a'»y«=ii*(a«— x*); e sicco- 
me o«— a?«~(aM-j7)(a — a?), sarà j* : (a— a?)(tf-i-ar)r=i« : a^ , cioè 
starà sempre il quadrato di qualunque ordinata PM al rettan- 
golo di AP in ÈP nella ragione costante di &» ;a* , che è la 
proprietà principale dell'Ellisse. Se a=&, cioè se i due assi so- 
no eguali, allora l'equazione j>=:a>—ar^ appartiene al circolo , 
di cui il centro è C, ed i l diametro ^i?=aa; infatti in questo 
caso j:».+^«=Ci^»H-PM a=CM»=aa ^ cioè tutte le rette tirate 
dal centro alla periferia sono eguali, che è la proprietà essen- 
ziale del circolo : il cerchio adunque è una specie di ellisse • 

Essendo j"=: "^ , se facciamo x^ziM^^b^ , sarà 

J =— > cioè jrrd: — . Se dunque prendiamo le ascisse CF^ Cf 
eguali a |/'(a»— A»), le ordinate GC, gg' saranno ciascuna 
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s=~, cioè sarà AC : CD=CD : PO, ed JC : CZhsCD :fg . 

I punti jF,/ determinati in tal modo hanno molte belle pro- 
prietà 9 e perciò hanno meritato un nome particolare; si chiama- 
no cioè i fuochi dell'ellisse, l'ordinata FG il mezzo parametro^ 
e tutta la CC il parametro della ellisse. Da qualunque punto 
Jlf preso nel perimetro dell'ellisse si tirino ai fuochi le rette 

MF, Mfy e sarà f5Jfa==FPaH.PMa=:|j/(a»-A*)-A]^ 

=a»-2V(^--A^K^i^x»==(a-x!i^^^ ed 

flAf=a— orLJ ' .In sitnil guisa troverassi 

a 

y3f=z«-4-a?Oi.Z: — ! ; onde FM-^fM^zma . Se dunque dai fuo- 
a 

chi a qualunque punto M dell'ellisse si conducano le rette 
FMyfM, la loro somma è z^AB:=z all'asse maggiore. 

Finora abbiamo supposte le coordinate ortogonali , cerchia- 
mo adesso l'equazione dell'ellisse tra le applicate obliquango- 
le. Si tiri adunque (Fi^. 17) all'asse l'applicata obliquangola 
QM sotto l'angolo CQM^ di cui il seno sia m ed il coseno n , e 
si chiami CQfy e QM u, e condotta l'applicata rettangola PM 

aarà g^srsen.CQ-W, g^ircos.CQM, cioè ~=:.7t,-~i=/» , e 

quindi y^unu^ ed :r=/— nw. Sostituiti questi valori nell'equa- 
zione a*y»zzi*(a*— X») avremo l'equazione 

la quale ci dà due valori di u, cioè QM^ e — ^2-^» ^^^ questa 
ni prende negativo, perchè cade dall'altra parte dell'asse . Ora 
in ogni equazione essendo il prodotto delle radici eguale airnl- 

timo termine, avremo QMyQM'zz — — ^=: l-il-X- ; 

onde QMxQM" : AQycBQ=Jf^ : a^m^^^n'' . Similmente 
qììiXqm^ : Aqy^Bqzdb^ i a^m^-^^n^ ; perciò, ovunque si prenda 
il punto Q, i rettangoli QMXQM' , AQ^BQ staranno nella ra- 
gione costante di i« :a*/n"-#-A»«* : ese la retta OT parallela alle 
ordinate toccherà la curva in O, nel qual caso QMeQAf sono 
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eguali ad OT^ «ara OT» : ATy,BTz=b^ la^m^^^n^ • 

La somma delle radici di una equazione ò eguale al coeffi- 
ciente del secondo termine col segno mutato ; quindi 

Mq-M'Q= , "^'"1 -= , Ti. .X CQ . Parimente 
mq^^m'q:r:-^ — ———^^Cq , e se la retta OT parallela alle ordi- 
nate tocca la curva nel punto O, sarà aOIb:-- — - — rrr-rXPT, 

onde 20T:MQ^M'Q=zCT:CQ. Quindi, se dal punto O si ti- 
ra al centro la retta OC , questa divide in mezzo in R tutte 1» 
applicate MM^ parallele alla tangente OT: poiché 
nOT : !iQR=iCT : CQy e perciò nQR^tMQ^M'O, cioè 
MQ-^QRzzUTQ-^Ry ed MR=M'R. La retta CO per questa 
sua proprietà si chiama diametro, e la retta CN^ tirata pel cen- 
tro C parallelamente ad OT, che ha le medesime proprietà per 
le sue applicate, si chiama il di lei diametro conjugato. Infiniti 
pertanto sono i diametri dell'Ellisse, perchè ogni retta , che pas- 
sa per il centro , è un diametro. 

Sia dunque FG (Fig. i8) un diametro, che taglia in mezzo 
tutte le sue applicate MM\ ed IH il di lei diametro conjuga- 
to, e posta CRzzr, RMzss trasferiamo l'equazione dell'Ellisse 
alle coordinate CR , ed RM. Sarà primieramente 

QRzz^ -^ — rr r- — » dipoi chiamando p il seno delP 

angolo CBQ avremo CR \ CQ=8en.CQR: sen.CRQ , cioè 

r : ft=/n :p ,e t^P- . Sarà altresì -- — - — r Mi=2/ , o sia 

"^^•nr"; — ^ L^ ^. Hny,'i quali valori di f e di u sostituiti nella» 
m{a^m^'^^n^) ^ 

equazione precedente ci daranno la nuova equazione 

^ ' aama-4-^ana 

Se adesso facciamo prima sz=x>, poi rzzo^ troveremo il semidia- 
metro CF=^^^^^^ ^^i, ed il semidiametro conjugato 

C//=r--_f5L__, e quindi CF^CHz=SLzzé£>^,\^ 
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qiiar>eqaazìone ci avverte ^ che di tutti i rettangoli formati da 
due diametri conjugati quello degli assi è il più piccolo. Chia- 
miamo CFc, CHdy e T equazione precedente diventerà 
c*^^=:rf"(ca— r»), xjhe è affatto simile a quella trovata per l'asse 
j4B; onde quelle medesime proprietà, che convengono alle coor- 
dinate delFasse, competeranno ancora alle coordinate di un dia- 
metro qualunque, e perciò sarà primieramente RM^ : FRyjGR 
nella ragione costante di rfa : e* , di poi condotte le rette qua- 
lunque 55', TT, ec, saranno i rettangoli SVxVS\ Ff^X^G, 
TVyyT y ec. in ragion costante tra loro, ovunque si prenda il 
punto F, purché le rette SS\ TV , ec. si mantengano tra loro 
respettivaniente parallele . 

Vediamo adesso, come dall'angolo CQM, che ha m per se- 
no , ed n per coseno dipendano gli angoli ACFy ICF, Dal cen- 
tro C (Fig. 19) tirata CS perpendicolare alla retta MM' avremo 

jj=tang.CilS=tang./CF; ma CS=mXCQ, 
IiS=QS^R=nXCQ^R : dunque tang. ICF= J^^^ - 

= 77»=-;-—^ ; r— = : TT > * motivo di 

m *-*•/» •=! . Avendo adunque supposto sen./CJFrzp , avremo 
tana ICF- ^ a^m^^^n^ ^^^^ ^^ j^j^^^ 

»a=s ; — S— . i — ; — , e quindi 

i^£"'Z^ ■ ■ ZZ — i 

— — ^ I 3 -T^ • ma — ff^/g 

perciò CF^-^CI^:::za^%ò^ , cioè i quadrati di due diametri co- 

njugati sono eguali ai quadrati degli assi. 

Condotta dal punto R la retta RT perpendicolare ali* asse 

^rMP RT mXQR mXQR h^n ^ . 
avremo tang.^CF=: -— ; _-i2Jl_^-. — f>-^ ■-■ Qum- 

di sì ricava la maniera di tirare la tangente a qualunque punto 
JP deir Ellisse . Sia FO questa tangente, che ìoconti'i Tasse in 
O, e sarà FO parallela all'ordinata MM\ • perciò la tangen- 
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t* dell'angolo -<40F sarà =— . Tiiando FP perpendicolare 

n 

all'asse avremo -=j5=p^, e quindi tang.-4CF=-=r— j_ , 

e P0=*'-^^=:-^ Sarà dunque CChz^-^ =: — ,cioè 

a: : orza : CO, o sia CP t CAzuCA : CO . 

Tirando dai fuochi F./(Fig.ao) le rette FM, fM ad un 
punto qualunque M della curva, avrenrio 

FO=:CO-CF=i!Zfl£L'l!Z*!l, ed/0=2!:tfklIS[!Z±) : ma 

p^^«'~^(^'-^') ed/3f=f!±f!dfL!Z*l); dunque 

a a 

FO\FMz=A.x:=fO\fM. Ora sta FO:FM:=stTì.FMO:8en.FOM, 
/OifM=»en.fMO:seii.FOM ; perciò sen.FAKhzsen.fMO , e 
r angolo FMO= all' angolo /Mo • 

Se fy e 7 sono due qualunque semidiametri conjugati » ed 
5 r angolo cne formano al centro , avremo pqsen.si^ab , e 
rya.4^9:^^a^a, per mezzo delle quali equazioni dati gli assi e 
rangolo s si troveranno i semidiametri fy e q ^ o pure dati gli 
assi ed il rapporto de' semidiametri si troverà l'angolo s . Così, 

te p e q dovranno essere eguali tra loro, avremo sen.i:=:— » e 

ftj!?*i=:a»-«-4a , cioè sen>j= ■ ^r^ . Sarà dunque l'angolo s egua- 
le all'angolo DBE^ cioè i semidiametri CM, CN saranno pa- 
ralleli alle corde BE^ BD, e saranno ciascuno — K (^ "^ ) . 

Inoltre sarà CJte—, e PMin-f- . L' equazione dell' Ellisse 
l/a pa .^ 

riferita a questi semidiametri eguali avrà la forma y*=c»— a:» , 
cioè sarà l'equazione medesima del cerchio tra le coordinate or« 
togonali . 

Se le ascisse 4 invece d'incominciare dal centro C, hanno 
la loro origine nel punto A, che sì chiama il vertice dell'ellis- 
se, posto (Fig. i6) jéPzzx. PMzzy, l'equazione dell'ellisse 

diventerà y*=;:-— wi?—- --x* , ove il coefiGciente— è eguale al 
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parametro. Ponghiamo il semìparametro , o l'applicata FG nel 
fuoco zzc, e la distanza ^i^del fuooo dal vertice i=^, ed avre* 

ino — ire, a— {/(a^— i»)ii:rf, e quindi aa— rf=3a-4-p/(a*— i*) , 

(^a-^^diri^z^ac fedazn-^ — .Saràdunquey^ziacx— -~7^ — -x^, 

la qual' equazione usar si deve, .quando è data la distanza del 
fuoco dal vertice, ed il semìparametro. Sempre però convien 

che sia fid>Cy perchè a== , , e bzz^/ac^dìX ■ , . 

89. 

Se sarà %d:=.c ^ avremo y'^zzlcx ^ la qual' equazione è per la 
parabola, perchè l'equazione precedente y^'iz^A-^Bx si cangia 
in questa mutata T origine delle ascisse. Sia data la parabola 
MAM' (Fig.ai ), e posta AP=zx, PM=y la di lei natura sarà 

espressa dalla equazione j^^i^zacx. Sarà poi AF^zzd^z-^, ed il se- 
miparametro FGzzc, e quindi PM^zz2.FGy^AP\ e siccome po- 
sta l'ascissa x infinita le applicate PM , PM' diventano infini- 
te, la curva avrà due rami infiniti AM ^ AM' - Se si prende 
l'ascissa negativa, l'applicata diventa immaginaria ; onde al dì 
là del punto A non si trova alcuna porzione di curva . 

Siccome l'equazione dell'ellisse si cangia in quella della 
j)arabola, allorché si pone a^rrc, è evidente che la parabola è 

d* • r ' 

•una ellisse, di cui il semiasse maggiore a^z ■ è infinito: on- 
de tutte le proprietà dell'ellisse potranno trasferirsi alla para- 
bola , se si pope a infinita. E primieramente essendo per l'ellis- 
se FMzza-^ (fZ:£>L^^±ZÌ!l==a-- (^-^)(^-^) — n(d^x)'^x ^ 

a a o, 

se facciamo a infinita, poiché la quantità dx svanisce in para- 
gone dell'infinita a(</-4-ar) , avremo nella parabola 

pji^^tl:^-zzd^x^l^c^x , cioè FM=zAP^AF. Condotta la 



^ 



tangente MO, è PO=^^—^^!^^=^^^— nella ellisse, e per- 
Tom. L 3o . 
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Q,ax 



ciò posta a infinita sarà POzz nznx^nnAP nella parabola. Le 

applicate parallele alla tangente MO saranno divise nel mezzo 
dal diametro, che dal punto M va al centro. Ma poiché il cen- 
tro della parabola è situato ad una distanza infinita, i diametri 
della parabola incontreranno l'asse ad una distanza infinita, 
cioè saranno tutti tra loro pai^lleli . Nella medesima maniera 
dalle proprietà della ellisse si potranno dedurre le corrisponden- 
ti proprietà della parabola. 

90. 

Passiamo all'iperbola, l'equazione della quale abbiamo'so- 
pra veduto essere j^=r^-HjBj7-f-Cx* , e mutate le coordinate 
y^z^A-^Cx^ , La quantità C dev'esser sempre positiva, ma la 
quantità ^ può esser positiva e negativa. Siccome poi ponendo 
X in luogo di y e viceversa si cangia il segno di A , prendiamo A 
negativa , e l'equazione della iperbola sarà y^:=iCx^'^A, Facen- 
do yizo abbiamo da questa equazione un doppio valore di x^ 

cioè a'ZZ-h|/-j=;> ^^ ^"^^^""1/^ r * onde se prendiamo (Fig.22) 
il punto C per origine delle ascisse, e la retta AB per asse, e 
ponghiamo AC:zzBC=i\/\ j^^ ì punti A e B saranno nella iper- 
bola. Qui ancora il punto C sì chiama il centro, e la retta AB 
Tasse della iperbola , e se facciamo il semiasse ^C=a, a motivo 

di a^zzr^y liquazione della iperbola diventerà y^::zCx*'^Ca*. 

Quando adunque x è >a, le applicate vanno continuamente 
crescendo, e finalmente diventano infinite; e siccome le ascisse 
£i devono prendere da una parte e dall'altra del centro, l'iper- 
bola avrà quattro rami infiniti, tutti eguali e simili tra loro, 
Aly Aiy BKy Bk. Se x è <a, l'applicata è sempre immagina- 
rja; onde per tutta la lunghezza dell'asse AB non si trova al- 
cuna porzione di curva. Pertanto non ha l'iperbola, come l'el- 
lisse, Tasse coniugato, perchè Tapplicata nel centro =z|/— Ca« 
è immaginaria. Ma, per conservare una qualche somiglianza con 
l'ellisse, ponghiamo questo semiasse immaginario della iperbola 

=:i|/— I , e sarà b^zuCa^ , e C=— , onde Tequazione della iper- 



Digitized by 



Google 



D* ALGEBRA P. II. a35 

boia sarà ya=— (a:»— a»); e quindi l'equazione dell'ellisse si 

cangia in quella della iperbola, se vi si pone — J^ in luogo di 
i*. Pertanto le proprietà dell'ellisse si potranno facilmente 
adattare all' iperbola, e primieramente la distanza dei fuochi 
dal centro essendo nell'ellisse ^^/'(a*— A») , sarà nell* iperbola 
CF=Cfi=\/{a^^^) . Quindi 

'V a^ / a 

/M=^^'*'"^'^-Ka, e feTciò fM'^FM=^a=AB , che è la 

proprietà principale de' fuochi dell' iperbola. Similmente come 
per l'ellisse si troverà, che ogni retta, la quale passa per il cen- 
tro, è un diametro dell' iperbola, che divide in me;5Zo. tutte le 
sue applicate; e le altre proprietà dell'ellisse con qualche mu- 
tazione, quando vi è implicato l'asse conjugato, avranno luogo 
anche nella iperbola. Così, condotta la tangente MO, sarà an* 

che neir iperbola CPiACzzACiCO, cioè CCk^ — , e con un 

raziocinio simile a quello usato di sopra (88) si dimostrerà, che 
l'angolo FMO è eguale all' angolo /MO . 

Essendo CO^ — , è evidente, che quanto maggiore si pren- 
de l'ascissa CPzzx^ tanto minore sarà la distanza CO. Onde se 
a: si suppone infinita , sarà CO=zo , e la retta, che tocca la cur- 
va ad un infinita distanza, passerà per il ^centro C; e come ia 

PM TY 

tangente dell'angolo POM è =-^^= ^^ ~ e posta x infinita 

diventa jc=— [/(a?»— a«)z: — , la retta, che tocca la curva in 

un punto infinitamente distante, forma con l'asse un angolo, 

la di cui tangente è =— . Se adunque nel vertice A (Fig. a3) 

si pone perpendicolarmente all'asse ^jP=£, la retta CD pro- 
lungata all'Infinito non incontra mai la curva, ma la curva 
9empre più vi si avvicina, finché poi all'infinito si confonde con 
essa. Lo stesso si deve dire della parte CA:, la quale finalm^^nte 
si confonde con il jamo Bk^ e se si pone Ad-rzAD ^ la retta Cd 
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avrà la medesima proprietà riguardo ai rami ^i, BK . Queste 
rette che non toccano la curva, che ad infinita distanza , si chia- 
mano Asintote della medesima curva. Se bzza^ sarà ACz^AD , 
cioè l'angolo ACD semiretto, e l'angolo DCd retto, e in que- 
sto caso Tiperbola si dice equilatera. 

Si prolunghi l'applicata MPJIf\ finché incontri gli asìnto* 

ti in w, m', e sarà Pm'zzPnì!':^ — , onde Mm^M*m!zz - 



a a 



ed Mm'zzM^mzz ^ , e quindi 
a 

3ImXMm'=M'rn'xM'm= ^''''^''^^-^^= i^=7D^ . Si tiri Mr 

parallela all'asintoto Cd, la quale incontri in r l'altro asintoto 
CD, ed avremo MriMm^zCdiDd, cioè 
j^^^ ^Mmy]/(a^^ ^)_ (bx^y)l/(a^^^) ^ ^ 
2,b 2,aò 

a 2ab 

2.ab 
MrXCr=ù ^-Jl i:3 , o sia tirando a Cd pa- 

rallela la r^tta ^f:=i-^C€/==-^|/(a»-hA^), ikrrXCr=3?£a . Se 

dunque prendiamo sopra uno degli asintoti l'ascissa CQ^m^ e 
l'applicata QN:zzz parallela all'altro adntoto, posta CEzze , 
l'equazione dell' iperbola riferita agli asintoti sarà uzrze^ . 

Fin qui abbiamo rappresentate le Sezioni Coniche con una 
equazione tra le applicate parallele . Ma vi è un'altra maniera 
per rappresentar le curve., mediante la quale esse si riferiscono 
alle applicate, che partono da un punto fisso, e formano un an- 
golo con una retta data di posizioue, la quale passa pel punto 
fisso. Se è data una equazione tra quest'angolo, e l'applicata, 
si potranno determinare tutti ì punti della curva , poiché ad ogni 
angolo corrisponderà un dato valore dell'applicata^ e condotta 
questa, la di lei estremità ci darà un punto della curva . Faccia* 
mo l'applicazione di questa nuova maniera alle sezioni Coniche, 
e cerchiamo l'equazione dell'ellisse tra la retta FMzziz, che 
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parte dal fuoco jP(Fig. 16), e l'angolo AFM-riUy che la retta 

PM PF 

FM forma coir asse. Avremo sr^ii^en.^FM, =rf=^<^os. AFM, 

cioè y^zzsen.Uy a7=n/'(a*— ^*)-»-zcos.m, e sostitueado questi va- 

lori nell'equazione j"=:i* -x^ otterremo 

z^sen.tt*=Da— -J L^ !l_i f _ — jgacos.u^ 



cioè, a motivo di «en.u^zri— cos.a* , 

a* a» a» 

ed estraendo la radice quadrata 

zn: ; 

a-«-|/^(a^ — b^)cos.u 

Se noi pon^hiamo la distanza |/(a* — b^) del centro dal fuoco, 
che si chiama Y eccentricità y dze^ l'equazione dell'ellisse di- 
venterà _ ei»— C» 

a-4-6COS.2^ 

Questa equazione si trasferirà all'iperbola, se vi porremo 
— i* in luogo di A* , e diventerà 

— Aa 



e posta reccentricità ^/(a*-f-A^)=r«, 

a*— e» 

La medesima equazione adunque appartiene egualmente all'el- 
lisse ed all'iperbola; ma è chiaro che sarà dell'ellisse, se e<a , 
e dell' iperbola , se ^>a . 

Se si osserva che c=:|/(a*— ia)=a— rf, ove d esprime la di- 
stanza -^Fdel fuoco dal vertice, l'equazione dell'ellisse potrà 
rappresentarsi ancora cos) ; 

a-«-(a — ^Jcos u 
Posto l'asse a infinito, sarà 

_ aJ 

I-4-COS.7/ 

e questa è V equazione della parabola . 
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Abbiamo percorse le proprietà principali delle linee del 
secoDfl'ordìne, le quali comunemente si chiamano sezioni coni'* 
che^ perchè nascono dalla sezione fatta nel cono da diversi pia* 
ni. Quello che abbiamo detto, basta per conoscere la natura di 
queste curve: chi desidera di più, consulti gli Autori, che trat- 
tano di esse in pajtìcolare, e specialmente il Trattato delle Se^ 
zioni Coniche del Sig. Marchese de F Hospital. 

CAPINOLO X. 

Dirami infiniti delle curve . 

A ^'' 

XjLbbiamo veduto, che delle linee del second' ordine una è tutta 
contenuta in uno spazio finito, un'altra ha due rami infiniti, 
un'altra finalmente ne ha quattro. Una maggior varietà si tro- 
verà nelle linee degli ordini superiori ; onde per ben distinguere 
le differenti curve, che sonoin ciascun' ordine comprese, si ren- 
de necessario un metodo atto a conoscere il numero de' rami in- 
finiti di una curva, di cui è data l'equazione, e la loro direzio- 
ne. Sia adunque proposta l'equazione di una curva dell'ordine 
n tra le coordinate x ed j, nella quale il membro supremo y che 
contiene cioè i termini della pia alta dimensione n, sarà della 
forma 



^y'^^B/""'ar-^Cj'*-"V -^Nx"" 



n 



Se facciamo yzzrx ^ l'equazione della curva divisa per x diveiv 
terà 

^rV^r'^-'-i-Cr'""^ ^N 

R R' R'' 

-I-— -4---H --H eC. STO , 

X X» X* 

ove Rf R\ ec. sono funzioni di r. Posta x infinita svaniranno i 

R R* 
termini — , — , ec, e l'equazione si ridurrà alla seguente 

« 
^r -^Br "" -i-Cr . . . , -i-iVi=o , 

dalla quale si dovrà ricavare il valore di r. Ora se questa equa-* 
zione avrà tutte le radici immaginaiie, nel qual caso saranno 
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immaginar] tutti i fattori del membro supremo, all'ascissa x 
Infinita non corrisponderà un valore reale dell* applicata v» 6 la 
curva perciò non avrà alcun ramo infinito. Ma se un valore di 

r sarà reale ed r=— , al quale corrisponderà il fattore reale 
ay-^^ del membro supremo , in tal caso all'ascissa x infinita 
apparterrà l'applicata reale yzz — y e la curva avrà un ramo in- 
finito . 

Per conoscere V andamento del ramo infinito di curva , che 
da questo fattore reale ay — bx dipende, ponghiamo l'equazione 
della curva data sotto la forma 

AT-i-M '-t-M^^Af' "-i-ec. =o,^ 
ove M contiene tutti i termini di n dimensioni, IMT quei di n^i 
dimensioni , M^^ quelli di /i— -2 dimensioni, e così in seguito. La 
quantità M ha per fattore ay— Ax, cioè è izP{ay — bx)\ onde la 
precedente equaziane può anche disporsi così: 

ay-hxz^- -p—p — -p — «e- • ^ 

Ora se nel secondo membro di questa equazione ponghiamo -- x 
in luogo di y, essa diventerà 






. ec. 
x^ 



ove a,|?, y, ec. son quantità costanti, e la curva di questa 
equazione ci darà nel caso di x infinita il medesimo valore 
dell'applicata y che l'equazione proposta, cioè la cQrva di que- 
sta equazione all'infinito sì confonderà con la curva data, o sia 
ne sarà l'asintoto. Se nel secondo membro trascuriamo tutti i 
termini fuorché il primo, l'*equazione ay^-ix^^ ci darà l'asin- 
toto rettilineo della curva data. Ma per determinare la direzio- 
ne de' due rami di curva, che convergono verso questo asintoto 

rettilineo, ammettiamo anche il termine -^ trascurati gli altri, 

X 
Q 

ed avremo T equazione ay-^bxzziar^' — di una curva, che all'in- 
finito si confonde con la proposta, e nella qaale perciò la dire- 
zione de' rami infiniti sarà la niedesima. Ma se ^ fosse ^x>, allo- 
ra si prenderebbe il termine -^ trascurati i seguenti , e se anche 
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y fosse =so , si ammetterebbe il termine — , e così in seguito t 
in modo che l'equazione della curva, che all'infinito si confon- 
de con la proposta , sarà della forma ay— iar=:a-^-^ , 

X 

Siano (Fìg.a4) -^^> PAf le coordinate jc ed y, e tirando la 
retta ^Q, che formi l'angolo PAQ^ di cui la tangente sia — , 

avremo AQ= ^(^'-^') , PqJI , e QM=S:=:*f . Se adun- 
a a a 

que riferiamo la curva alle coordinate ÀQrzt^e QM'zzu^ l'equa- 
zione dell'asintoto rettilineo sarà aurza^ e quindi presa QCzz--, 

e condotta per C la retta LU parallela ad ^Q, sarà questa 
l'asintoto. L'equazione della curva, che più da vicino si acco- 
sta alla proposta, sarà della forma j5= -^ , posta «=«— — , cioè 

prese le aA^isse J?C sull'asintoto LL', ove convien distinguere 
due casi, secondo che m è pari o dìspari. Sia m un numero di- 
spari, e siccome posta t negativa il valore di z diventa negati- 
vo, la curva avrà due rami infiniti, uno li dalla parte delle 
coordinate positive , e l'altro Kk dalla* parte delle coordinate 
negative . Se poi m è pari , poiché presa t negativa il valore di z 
si mantiene positivo , la curva avrà due rami /i, Oo situati il 
primo dalltf parte delle coordinate positive, il secondo dalla par-. 
te delle / negative e delle z positive . 

Da ogni fattore semplice delia quantità M ne nasceranno 
nella curva due rami infiniti, la posizione de' quali si determi- 
nerà come sopra. Ma se la quantità Af avesse un fattore doppio 
(aj — bx)^ , il metodo precedente non potrà adoprarsi, perchè an^ 
che P conterrà il medesimo fattore ay^-bx , e. perciò posta 

y=: — , tutti i termini »,/?, y, ec. diventeranno infiniti r 

Per vedere, che cosa succeda in questo caso , riferiamo la 
curva data alle coordinate ^ ed a, e posta l'equazione di essa 
come sopra sotto la forma M'^M^'^M"-¥'M'"'^ec. zzo , sarà , 
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poiché la quantità M è divisìbile per (ay—ix)* o sia per u», 

3f=^«»t"-V^'«»*"~^-H^"«**""V ec. 

Jlf '=5«"~ Vii'«t""VB"«»t"~^+ ec. 

J»f"=C*"~*-.-CW"--^H- ec. 
X ec. 

Posta t infinita 9 l'equazione della curyar diventa 

cioè Au^-^Bt:^Oy ]a quale appartiene alla parabola; onde la 
curva data avrà due rami , che all'infinito si confonderanno con 
la parabola. 

Ciò è vero se B non è zero ; ma se il coe£Bciente B è =0 , 
posta t infinita l'equazione diventerà . 

cioè ^2i*-4-B'u-i-C=zo. Se le radici di questa equazione saranno 
immaginarie, la curva non avrà alcun ramo infinito corrispon- 
dente al fattore (aj— Jj;)» ; ma se quelle radici son reali, la cur- 
va avrà pia rami infiniti . Per conoscerne il numero e la posi- 
zione , siano primieramente e e ^ le due radici reali e disuguali 

di quella equazione, e si ponga u— c=-r-; sostituendo questo 

valore di u nelVequazoine data potremo determinare l'esponen- 
te k ed il coefficiente J, e quindi sarà data la posizione di due 
rami infiniti, e nell'istessomodo troveremo que'due, che com- 
petono al fattore u^-^ . Se le due radici e e d sono eguali , pon- 

ghiamo i«-*c=-t-, e sostituendo questo, valore nella equazione^ 

e trascurando i termini più piccoli in paragone de' più grandi, 
nel caso di t infinita avremo -^Tr-t— » 1- — =0, per mezzo del* 

la quaV equazione dobbiamo determinare 1' esponente Ar ed il 
coefficiente J. Riguardo all'esponente k dobbiamo fare in mo- 
do , che due esponenti di t siano eguali , e l'altro maggiore . Con- 
vien distinguere tre casi, secondo che n è eguale, maggiore^ o 
minore di am • 

Tom. I. 3i 
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Sia primieramente nzzfimy e se nell'equazione 

I^ Al B . , , .... 

— --I--T H =0 paragoniamo due qualunque termini tra 

loro, troveremo sempre kzzm^ e l'equazione diventerà 
I^'k'AI-¥'B^zo. Se le radici di questa equazione sono immagina- 
rie, la curva non avrà alcun ramo infinito; ma se le radici a e 
fi son reali , la curva avrà quattro rami infiniti rappresentati 

dall'equazioni m— c= — , m— cz:— . 

Sia in secondo luogo 7i>^my e l'equazione 
— j — I — • -H — ZIO, posto aA^:-i-OT, cioè k^m ^ diventerà 

1 1 =ro, cioè I-^Amo. perchè il terzo termine svani- 

am a/» /* 

sce a motivo di n>2m . Se paragoniamo il primo termine col 

I n . ,, I^ Al B - ,, 

terzo avremo tczz—y e quindi 1 1- — =0, la aual e- 

t jìM — t 
^ a 

quazlone non può sussistere posta t infinita , perchè si ridurreb- 
be al solo secondo termine , a motivo di m<— , e quindi 

m-«-— <fi. Finalmente se paragoniamo il secondo termine col 

terzo avremo fczn— m , e l' equazione diventerà 

-♦- 1 — ^=:o, o sia AI-^-BzziOy perchè ri>*imy cioè 

271— a/7» n n * 

a/i— aw>Fi, e quindi svanisce il primo termine. Nel caso adun- 
que di n>2jn la curva avrà quattro rami infiniti rappresentati 

dall' equazioni w— c=— — , ed m— c^— • 

t At 

Sia in terzo luogo n<:3,m , e paragonato il primo termine 

col secondo, o il secon lo col terzo l'equazione prenderà le for- 

r» Af B fa Al B ^ ,. 

me — "-♦- 1 — ^=0 , -♦- — -4-— =0, le quali non posso- 

ai» a/n n a/i — am J^ J^ 

t t e t Z T 

no sussistere posta t infinita , perchè la prima si ridurrebbe al 
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solo terzo, e la seconda al solo primo termine. Resta dunque a 
paragonare il primo termine col terzo, il qual paragone ci darà 
y^:=— jB, e quindi la curva proposta all'infinito si confonderà 

con la curva dell'equazione (m— c)*-i =0. 

Pep^conoscere la posizione ^le' rami indicati da questa ulti* 

y — 5 
ma equazione li— c=± 1/ , conviene osservare se ti è di- 
spari o pari. Nel primo caso è chiaro che due rami Oo, e Kk 
vanno di sopra e di sotto accostandosi alla retta LU dalla par- 
te delle ascisse negative, allorché B è positiva; ma se B fosse 
negativa y questi due. rami sarebbero situati dalla parte delle 
ascisse positive. Nel secondo caso non avremo alcun ramo infi- 
nito 8e B è positiva ; ma quando B è negativa, avremo quattro 
rami infiniti /i, Kk, JV/i, Oo, i quali vanno a confondersi 
coir asintoto rettilineo LV . 

93. 

Passiamo al caso, in cui il membro supremo contiene il 
fattore {ay — bx)* , e trasferendo l'equazione alle coordinate t ed 
u, e ponendola sotto la forma iVf-+-M' -i-ifcr"-4-Af '"*+-ec. =0 , 
^yremo 

M'=Bt'^'^Et'^\^RU''^\^^B"'t''^u^^tc. 

Jlf"'=D^'^Vl?7'""'^i*-i-ec. 

ec. 
Posta t infinita l'equazione si cangerà nelle seguenti: 

(I) At'^^K^^Bt'^^-o, 

(a) At'"^^u^'^SÌ^\^r'^'^:^o , 

(3) AP^\^^E'i^^a^^cP^''^ò, 

(4) Ai'^K^^B'^'^K^^^t'^^u^Dl^^^o , 

la prima delle quali ha luogo, quando B non è zero, la secon- 
da se JS^o » la terza se jB e B^ sono =0 , e la quarta se anche 
C=o. 
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L'equazione (i) diventa Au^^Bt^zzc ^ e la curva proposta 
si confonde airinfinito con la curva rappresentata da questa 
equazione, la anale è espressa nella Fig.'25, cioè ha due rami 
infiniti j4Mf AM^ situati dalla medesima parte dell'asse AQy 
uno dal lato delle ascisse positive, e l'altra dal lato delle ascis* 
se negative . 

L'equazione (a) diventa Au>'¥Stu-^Ct::=,o y nella quale po- 
sta t infinita, u può essere o infinita, o finita. Nel primo caso 
l'equazione diventa Au^-^B^tzzo , che appartiene alla parabola , 
nel secondo si cangia in B^u-^^ro , che rappresenta un asinto- 
to rettilineo; e per vedere qual sia la posizione dei rami, che 
convergono verso questo asintoto» porremo nell'equazione pro«- 

posta u-K 57 ^"Hl 9 ® "® determineremo l'esponente k . 

L'equazione (3) si cangia in Au^-^B^u^-^t^io ^ nella quap 
le posta t infinita convien che sia infinita anche u^ onde in pa^ 
ragone del primo svanisce il secondo termine , ed essa diventa 
Au^-k-Ct^zo. La curva di questa equazione è rappresentata nel- 
la Fig. a6., ed ha due rami infiniti AM^ AST , uno de' quali è 
situato dalla parte delle coordinate positive, e l'altro dalla par* 
te delle coordinate negative; e con questi due rami all'infinito 
si confonde la curva proposta. 

Finalmente l'equazione (4) -^a'-t-Jy'w^-fr-C'u-i-jDrro ci da- 
rà un solo asintoto rettilineo, se due radici di questa equazione 
sono immaginarie, o tre asintoti rettilinei paralleli, se tutte le 
tre radici son reali . Se però due di esse fossero eguali , giunge- 
remo come sopra a dell'equazioni della forma u— c^ — , o della 

forma (u— c)a=r — . Ma se anche il terzo fattore fosse eguale agli 



. altri , ponendo u~h:zZ'^ otterremo una equazione dell» forma 

r 

/» Al^ BI C 

-=o. 



3A; ^k^k^m J^-^^' JP 
ed usando il medesimo metodo di sopra troveremo che la curva 
all'infinito si confonde con quella dell'equazione i*--c:= — , o 



«"» 
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con qaella dell* equazione {u^c)^z;: — , o finalmente con quel- 

A ^ 

]a dell'equazione (ii*-c)«= — . Siccome converrebbe tener con- 
to di troppi ca8Ì per trattare quella equazione in tutta la sua 
generalità, prendiamo un caso particolare , e supponghiamo che 
sia data T equazione 

Se paragoniamo due qualunque termini tra loro troveremo per 

3 6 
k i valori i, -- , -^^ a, col primo e coir ultimo de' quali può 

sussistere l' equazione , ma non con gli altri. Facendo krii avre- 
mo /*-H^/^=x)y cioè /=— ^, e due rami di curva si confonde*- 

ranno con quelli della curva che ha per equazione ii<^-c= ^^ • 

Se ponghiamo Ar=2, T equazione diventerà JI^^BI^^^^JzzOy e 
se questa ha le radici immaginarie» la curva non avrà per que- 
sta^ parte alcun' altro ramo infinito: se poi le radici a e P son 
reali , la curva avrà altri quattro rami infiniti rappresentati 

dall'equazioni m— c=:— , I4— c:=-^ . 

Abbiamo veduto quali sono le curve rappresentate dall'e- 
quazioni M— crr — , ed (ii*-c)*= — ; vediamo adesso quali son 

* . ^ A 

quelle, che hanno per equazione (u— -c)'= — • 8e i» è un nu- 
mero dispari, la curva (Fig. ^4) avrà due rami /i, Kk^ il primo 
nella parte delle coordinate positive , e il secondo in quella del- 
le coordinate negative: se m è un numero pari, i due rami li, 
Oo saranno ambedue situati dalla medesima parte dell'asse da 
un lato e dall'altro delle ascisse. 

Facilmente apparisce come si debba operare per ottenere la 
posizione de' rami infiniti, allorché il membro supremo ha dei 
fattoli elevati ad una potenza maggiore della terza. Passiamo a 
vedere l'applicazione di questa teoria ad un esempio. 
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Sia proposto di trovare il numero dei rami iniiDitì nella 
curva , che ha per equazione 

(jH-x)j2(j---ar) *•— y(a:^-i-y*)«— -3y»-»-i=ro . 

ConsideriaQio in primo luogo il fattor semplice j-*-x, e ponen- 
do Tequazione sotto la forma 

e facendo nel secondo membro yzi^^x avremo y-t-j;=r——jr — . 
Sia AP (Fig. 27) Tasse delle x ^ e fatto Tangolo PAQ semiret- , 
to dalla parte delle ordinate negative si prenda QC=— , e con- 
dotta per eia retta LV parallela ad AQ^ sarà LTJ l'asintoto, 
al quale convergeranno i due rami Bb , ffV situati come nella 
figura . 

Per vedere quali rami ci dà il fattor quadrato y*, ponghia- 
mo liquazione proposta sotto la forma 

—1=0, 

e posta X infinita avremo j*-Hyrro, onde si deduce y=0, e 
j=r^-i . Quindi avremo due asintoti rettilinei , uno dei quali sa- 
rà Tasse AP , e T altro la retta E E' parallela alTasse alla distan- 
za ADzzi . Per giudicare della posizione dei rami infiniti con- 
vergenti verso questi asintoti ponghiamo nella equazione prece- 
dente y=--r , o y-*-i= -r , e troveremo nel primo caso f^^— 9 

X X 

nel secondo y-h-ir:— ; onde avremo quattro nuovi rami infiniti 

R'b\ B"'b"' situati sopra Tasse AP, e B"'A'^ 5''*'^ posti sopra 
e sotto la retta EE\ come nella figura . 

Passando finalmente al fattor cubico (y— x)» facciamo Tan- 
^olo PAQ' semiretto, e trasportiamola curva alle coordinate 
-^Q'rr/rrrj/a , e (^ M'^zu^zy^^x . L'equazione proposta diven- 
terà , 
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|/^ . l/a 

Ponendo t infinita avremo m»— /^rzor e quindi due nuovi 
rami della curva data si confonderanno nell'infinito con i rami 
AM 9 AM^ della curva che ha per equazione w*— ^*=:o. 

Il numero e la quantità de' rami infiniti forma una diife- 
Tenza essenziale nelle linee curve , e questo principio hanno con 
xagìone adottato i Geometri per distinguere le varie specie di 
curve contenute in uo ordine dato . Si può vedere dedotta da 
questo fondamento T enumerazione delle linee del terz' ordine e 
del quarto nella Introduzione del Sig. Euler. 

CAPITOLO XI, 

Della figura delle linee curve • 

94. 

XN el Capitolo precedente abbiamo cercata la posizione dei rami 
delle curve continuati all'infinito; in questo ci proponghiaitìo 
di cercare la posizione dei rami» o sia la figura delle curve in 
uno spazio finito. Per descrivere la curVa ohe corrisponde ad 
una data equazione, conviene per qualunque valore dell'ascissa 
X trovare il valore dell'applicata y. Considerata pertanto x co- 
me costante si deve dedurre dall'equazione il valore di j , il qua- 
le ci darà le ordinate corrispondenti a qualunque data ascissa • 
Ma se l'equazione della curva è dì un grado superiore, questo 
valore di y non si potrà ottenere espresso per mezzo di una fun- 
zione esplicita di 07. In questo caso per qualunque valor nume- 
rico di X bisogna con i metodi esposti ricavare dalla equazione 
numerica il valore di y, la quale operazione riesce molto labo- 
riosa , perchè conviene tante volte risolvere una equazione del 
grado superiore^ quanti spno i punti della curva, che si voglio- 
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DO determinare. Se però nella equazione della curva la dimen- 
sione dì una delle coordinate non è maggiore di due, la curva 
si può descrivere, e facilmente conoscere la di lei figura. 

Sia primieramente l' equazione della curva di questa for^ 
ma, j=P; cioè sia y una funzione razionale dell* ascissa x . La 
figura di queste curve si rende facilmente nota» poiché a qualun- 
que valore dell'ascissa x corrispondendo un sol valore dell'ap» 
plicata j, la curva con un tratto continuo accompagnerà Tasse 
air infinito . 

L'equazione della curva sia adesso Py»— aQy-i-/tzo , ove 
P,Q, ed jR sono funzioni razionali dell'ascissa a;, ed estraendo la 

radice avremo y^ V-jj/^vv "^ J. ^ Primieramente adunque , 

se sarà Q^>PRy a ciascuna ascissa corrisponderà una doppia 
ordinata, come avviene (Fig.aS) per i tratti dell'asse PP' , 
P"P^^\ Le applicate diventeranno immaginarie, se sarà Q^<PR^ 
còme succede nella figura per i tratti Piif , FF\ F"S. Ma nel 

passaggio dalle applicate reali alle immaginarie, e viceversa, 

p 
convien che sia Q^zzJ^R, cioè J^=jt > o sia convien che Tappli- 

cata incontri la curva in un sol punto, come avviene nei punti 
dell'asse P , P' y P", e P'". La curva adunque può esser compo- 
sta di più parti separate tra loro, com'è quella che corrisponde 
alla porzione dell'asse P" P'", le quali parti si sogliono chiama- 
re Oi^ali conjugate. 

Le ascisse pertanto -4P, -4P', AP\ ec. sono le radici 
dell'equazione Q»— Pitzso, e per ben conóscere la figura della 
curva si deve principalmente aver riguardo alla diversa costitu- 
zione di questa equazione. Se due radici di essa saranno eguali, 
o il punto P" caderà sul punto P', o il punto P'" sul punto P", 
cioè svanirà nell'asse o quella porzione che ha le applicate im- 
maginarie, o quella che le ha reali. Nel primo caso la curva 
comparirà annodata (Fig.-ag); nel secondo l'ovale conjugata si 
ridurrà ad un punto, cioè vi sarà un punto separato dal resto 
della curva, il quale si chiama punto conjugato. Se tre radici 
dell'equazione Q*— P/?rro saranno eguali, cioè se anche il pun- 
to P'" caderà sul punto P', la parte annodata diventerà infinita- 
mente piccola, e la curva riesci rà acuminata, come nella Fig.So ; 
il punto K' si suol chiamare allora cuspide o punto di regresso ^ 
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Il nodo, o sia l'intersezione di due rami di curva si chiama pun- 
to doppio, perché la retta che passa per quel punto è riputata 
tagliar la curva in due punti appartenenti ai due rami . Se un 
altro ramo di curva passa per il nodo, si ha un punto triplo, un 
punto quadruplo^ se si riuniscono insieme due punti doppj, e 
ìiu punto /7»o//i/?//c6 , quando più rami della curva s'incontrano. 
Tutte le varietà, che si trovano nella figura di qualunque cur- 
va, sono sempre composte da quelle, che abbiamo accennate; 
poiché vi s'incontrano ovali conjugate, d punti moltiplici, o 
punti dì regresso, o punti conjugati. 

95. 

Passiamo adesso a vedere, quaFé la figura dì alcune delle 
più celebri curve. Sia data in primo luogo l'equazione 
ar*— aaj*-Hjrj"=:o , la quale appartiene ad una linea del terz'or^ 
dine , che comunemente si chiama la Cissoide di Diocle . Estraen- 
do la radice quadrata avremo y=:_^fl_f. -,^=^4/^(^^^— ^^) . 

^/(aa— a:) aa— a: 

onde presa (Fig.Si ) la retta AB per asse, ed il punto A per ori- 
gine delle ascisse , la curva passerà per il punto A , perché posta 

x=20 anche y é zzo . Se ^n^aa sarà yz=: ■ ^'^ — =db: 00 ; cioè se 

si prende AB^Z2.a, e per B si conduce la retta RR* perpendico- 
lare all'asse, sarà questa l'asintoto della cissoide , cioè incontre- 
rà la curva da una parte e dall'altra ad una infinita distanza. 

Se facciamo a;=a , sarà ^y=: — i— =±a, cioè divisa AB per 

mezzo in C,e tirate le applicate CD e CD'=AC , la curva pas- 
serà per i punti De D\ Allorché si prende l'ascissa x positiva 
e >aa, o pure negativa, l'applicata riesce sempre immaginaria; 
onde non vi sarà alcuna porzione di curva né sopra A né sotto 
B, La cissoide adunque è tale, qual'ò descritta nella figura, con 
una cuspide in A^ e l'asintoto RR , 

Per qualunque punto M della cissoide si tiri la retta AM, 
che incontri l'asintoto in Q, e condotta l'applicata il^fP sarà 

urfAf a=x«-f^a— ^2IL . Ma sta aB^ •!aP^zzaQ;^iAM^ , cioè 

jr» ai7ra »... -775:^ 8/2* 
-r— rr- --r-; quindi AQ^-=i , e 

Totn. L 3a 
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QM==Q^-^M==i^fZ:fk:^^=i/(4a«--aaar). Preso Cpercen- 

tro col raggio AC si descriva un cerchio, che passerà per D, ed 
incontrerà le rette PM ed JQ in A^ ed O, e tirata jBÌV sarà 
BN=\/ABxBP=^/Ua*'-'2.ax)=QM . Quindi sarà 1' angolo 
^QB= all'angolo QJ3iV= all'angolo BNP, e perciò l'angolo 
PBN= all'angolo BAQ; onde AO=BN=QM. La cissoide 
adunque ha questa proprietà, che tirata qualunque retta AQ^ 
la quale tagli la curva in Af, il cerchio in O, e l'asintoto in Q, 
è sempre QMzzAO^ o sia AMzziQO: onde questa curva si può 
descrivere con molta facilità. 

Sia proposta in secondo luogo l'equazione del quarto gra- 
do {x-^aj^y^zzb^x^ — (or— a)*x», ove a>i, che è della Concoide 
di Nlcomede^ ed estraendo la radice avremo 

y= 5-— t i i-J; onde apparisce che 1 applicata svanirà 

or— a 

in due casi, cioè allorché sarà oczzaàdb. Prendendo adunque 
(Fig. 82) la retta CB per asse, ed il punto C per origine delle 
ascisse, se facciamo CBziza-^^ e CAzza — i, i punti A e B saran- 
no nella curva cercata. Se x è >>a-f-&, o <a*— &, l'applicata è 
sempre immaginaria, onde tuttala curva ècontenuta tra i limi- 
ti ^ e -B. Si deve eccettuare il caso di xzzo, che ci dà j=:o ; 
' perciò in C vi è un punto conjugato diviso da tutta la curva. 

Se xzz:a\ sarà y^^^ — zzdzoz; e quindi divida la retta AB per 

m^tk in JD9 l'applicata EF che passa per D sara un asintoto 
della curva. A tutte le altre ascisise AP corrispondono due ap- 
plicate eguali PAf, PM\ onde la ^urva* sarà , come mostra la 
figura, formata di quattro rami infiniti, i quali tutti convergo- 
no all'asintoto EF. Il punto C si chiama il polo della concoide, 
quella porzione di curva, che è sopra l'asintoto, si dice concoi- 
de esteriore y quella situata sotto l'asintoto , inferiore. 

Si tiri dal polo C a qualunque punto M della curva la ret- 
ta CM, che incontri l'asintoto in L, e sarà 

CM=ì/(x^^y^)=—, e CLzz— ; onde 



CM-^CLzzLMzz ^^^!-^=zb=AD=zBD . Condotta adunque nel- 
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la coficoiMe dal polo C la retta CM"LM ^ sarà sempre 
^D=zLM=:LM" ; oode sì deduce una maniera facile di costruir 
questa curva. 

Sia data finalmente T equazione del quart' ordine 
(a:^^^Y')''z:za^(y^'^x^) , la quale appartiene alla Lemniscata di 
Giacomo DeraouUi, Risoluta T equazione sarà 
y=±|/^[^'^^^' ^^/(a^-Bx^)J ^ quindi avremo quattro 

valori di r , se sarà 8x»<a» , cioè x<±: — -— ; se poi oif>± — --, 
•^ al/a "^ aj/a 

tutti i valori di y saranno immaginar] . I quattro valori si ridur- 

raano a due, se arzsit , nel qual caso saj^.y^dfc, Y . . Po* 

ap/a aj/a 

sta ar^io, sarà yrzztAy/^l — dt — j , cioè due valori di y saran* 

no -i-a, e — a, e gli altri due =o. Sia dunque (Fig. 33) AB Tas- 
se, e C il principio delle ascisse, e posta in C l'applicata 
CLhizCD'z^a, la curva passerà per i punti C^ D, e ly . Si fac» 

eia CB=CA= ^, , e condotte le applicate BE , BE', AE\ 
a|/a 

jiE'"zz^\ , i punti Ey E\ E", E"' saranno nella curva . Se 
a|/a 

l'ascissa si prenderà >CBy le applicate saranno immaginarie, 

ma a tutte le ascisse CP<CB corrisponderanno quattro applica* 

te PJkf , PM', PM", PM"\ le due prime delle tjuali saranno rc- 

spettivamente eguali all'ultime due, e poste iu parte contraria. 

Quindi la Lemniscata ha un nodo in C, e le sue parti CED , 

CEV, CE'U, GE'"D sono eguali e simili. 

CAPITOLO XIL 

Della invenzione delle curve dalle loro date proprietà ^ 
sia de* Luoghi Geometrici . 

96. 

./abbiamo veduto nel Capitolò precedente, come date l'equa- 
zioni delle curve si possono determinare i punti, e ricavarne le 
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proprietà: viceversa, se avremo una serie di pniiti, la posizione 
de'quali sia determinata per mezzo dì una data costruzione geo- 
metrica, potremo trovare la curva , alla quale questi punti ap- 
partengono. Alle curve in tal modo considerate diedero gli an- 
tichi il noftne di luoghi Geometrici y perchè in ciascun caso la 
curva cercata è realmente il luogo, in cui si trovano i punti da- 
ti. Così il cìrcolo è il luogo di tutti ì punti , che sono egualmen- 
te distanti da un punto fisso: Tellisse è il luogo de'puoti, le di- 
stanze de'quali da due punti dati prese insieme sono sempre 
eguali. I problemi di questa specie si chiamano anqora proble- 
mi indeterminati, perchè si deve in essi esprimere analiticamen" 
te la posizione di un punto, la quale è data mediante una co- 
struzione geometrica, e vi sono più punti , anzi infiniti, che go- 
dono delle medesime proprietà, e soddisfanno egualmente al 
problema . 

Per trovare l'equazione analitica, la quale esprime la na- 
tura del luogo geometrico proposto, si prenda una retta qualun- 
ue data di posizione per asse, alla quale si riferisca per mezzo 
i due coordinate uno dei punti dati, quindi dalle condizioni 
del problema si deduca una equazione tra queste coordinate, la 
quale determinerà la posizione dei punti dati , e sarà l'equazio- 
ne della curva cercata : ed in ciò fare si usi quel medesimo me^ 
tpdo, che serve per i problemi puramente analitici. Questo è ciò 
solo che in tal materia si può generalmente accennare, poiché 
ciascun problema richiede particolari artifizj , i quali non si pos- 
sono imparare, che coll'uso e coli' esercizio . Alcune volte ad 
ottenere una piìl semplice soluzione dei problemi basta la diver- 
sa posizione dell'asse, e delle coordinate, la quale è in nostro 
arbitrio. Spesso le linee date non sono sufficienti per giungere 
all'equazione; ma se ne devono tirare altre in modo, che para- 
gonate <;on le linee «date eonpntinistriito facilmente la bramata 
soluzione. Onde si può rilevare, quanto giovi aver presenti le 
proprietà delle linee rette, e special-mente ciò, che del triango- 
lo rettangolo, e dei triangoli simili s'insegna negli Elementi di 
Geometria. 

Prima d'inoltrarci in queste ricerche , vediamo in quel ma- 
niera si esprimano le quantità per mezzo delle linee. Fin qui 
abbiamo supposte 1«* quantità espresse in numeri; onde qualun- 
que funzione sostituiti i numeri in luogo delle lettere poteva 
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trattarsi con le regole dell* Aritmetica , ed ottenersene facilmen- 
te il valore. 11 caso è molto diverso, se non avendo alcun ri- 
guardo ai numeri dobbiamo esprimere le quantità con le linee, 
cioè se dobbiamo trovare una linea retta, che sia rappresentata 
da una data funzione. Si debba in primo luogo . costruire la 

quantità — , ove a, b, t e rsppresentano linee rette. E chiaro 

che sta e: azdi>\ — ; quindi prendendo (Fig.34) due rette inde- 
finite AZ^ AY ^ che s'incontrino nel punto A^ se facciamo 
ACzzc^ ABzza\ ALhdb^ poi tirando CB se per il punto D gli 
conduciamo la parallela ÙE^ che incontri in E la retta AZ^ sa- 
rà AE^ — . Se hzzay coli' is tesso metodo si costruirà la quan- 
tità — . Se poi fosse data la quantità ^ » ^ chiaro che essa 

è =: 4—, e si riduce al caso precedente, se ah-&, e c-W si 

considerano ciascuna come una sola lettera , ed a questo caso 

appartiene ancora la costruzione della quantità , la qua- 

e 

le sappiamo essere ^5 -. Se fosse proposta la quantità 

~-^ la quale è:=— X— » si costruisca prima la retta —, che 

si chiami m, e la quantità proposta diventerà — , che si costrui- 
rà come sopra . 

Tutta Tarte adunque di costruire consiste nel risolvere la 
data quantità in più pai ti, ciascuna delle quali sia della forma 

— , alla qual riduzione, che spesso non è ovvia, si può sempre 
giungere mediante alcune trasformazioni. Così per costruire la 
quantità ponghiamo b^zua^niy c^zzian^ ed avjreroo 

/»=:—, /2^— , onde facilmente costruiremo le quantità /n ed n; 

ciò posto la quantità proposta diventa 

a^-^-a^m o^^^am cin-^^m] . » . ., n n 

— = = i, cioè è ridotta alla forma cercata. 
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In sìmil guisa la costruzione di qualunque quantità razionale, 
nella quale il numeratore superi di una dimensione il denomi- 
natore, si ridurrà sempre all'invenzione della quarta proporzio- 
nale a tre rette date . 

Ma qualunque quantità, per esser suscettibile di costruzio- 
ne, convien che sia omogenea, cioè che abbia la medesima di- 
mensione nei termini respettivamentedel numeratore, ed in quei 
del denominatore. Riguardo a ciò si deve avvertire, che se una 
quantità da costruirsi non è omogenea, questo dipende dall* es- 
sere stata nella soluzione del problema posta qualche quantità 
=1 ; onde espressa questa quantità per mezzo di una lettera, la 
formula proposta diventerà omogenea. Ma non è però necessario 
di rifar di nuovo il calcolo, e basta moltiplicare i termini della 
data formula per una potestà tale di quella lettera, che si sup- 
poneva = 1 , qual'è necessaria per render la formula omogenea. 
Per esempio se in qualche problema giungiamo alla formula 

^ — 7 — , abbiamo senza dubbio supposta una quantità m , la 

quale se avessimo chiamata 6, saremmo giunti ad una formula 

omogenea. Questa poi savebbe stata — r — — , che diventa la 

proposta se si pone e^zi ... 

Abbiamo supposto fin qui, che nelle formule da costruirsi 
il numeratore ecceda il denominatore di una dimensione; ma 
può il primo superare il secondo di due dimensioni, o anche di 
tre, ma non di più, perchè la Geometria non si avanza al di là 
delle tre dimensioni. E se il numeratore sarà maggiore del de- 
nominatore di due dimensioni, la formula rappresenterà una 
superficie, ohe si potrà sempre ridurre ad un rettangolo. Data 

per esempio la formula si porrà sotto la torma — , 

poi si costruirà la retta m^ , e la formula proposta di- 
venterà aniy cioè sarà eguale ad un rettangolo, che abbia a per 
base, ed m per altezza. Se poi il numeratore supera il denomi- 
natore di tre dimensioni , la formula esprimerà un parallelepipe- 

do. Cosi la quantità si riduce alla forma — , 

e costrutta la retta m^— diventa abm, cioè è eguale al pa- 
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rallelepipedo rettangolo , le di cui tre dimensioni sono a, i , m. 
Per dir qualche cosa delle formule irrazionali del secondo 
grado ponghiamo, che si debba costruire la formula \/ab , E fa- 
cile il vedere , che ciò si riduce alla invenzione della media pro- 
porzionale tra le rette a,eb\ onde tra tutte le maniere, che per 
ottener ciò insegna la Geometria, quella si deve scegliere, che 
in ciascun caso somministra una soluzione più semplice. Se fos- 
se data la formula ^/(a^*^^), essa si ridurrebbe al caso prece- 
dente , se si osservasse che <j*— i'>:=(a^i)(a-HÌ). La formula 
•j/(aa-+-i*) rappresenterà l'ipotenusa di un triangolo rettangolo, 
ì dì cui lati intorno l'angolo retto siano a e &. A questa si ridu-* 
ce la quantità \/(a^-¥^d)y se si fa b^zucdy cioè se si prende una 
media proporzionale b tra le rette e e d. Con simili artifìzj po- 
tremo costruire qualunque radicale quadrato • 

97- 

Premesse queste cose passiamo alla soluzione di alcuni pro- 
blemi indeterminati, giacché niente più dell'esercizio potrà ren- 
derci abili in questa parte di Analisi. 

Problema !• 

„ Dentro un angolo dato NAO (Fig.35) trovare un punto 
„ JWtale, che condotte le rette MN ^ MO ^ le quali farriano 
„ sempre dalla medesima parte gli angoli dati MNA^ MOA , 
„ stia MN : MO nella data ragione di m : «, e siccome vi so- 
,, no infiniti punti, che hanno questa proprietà, determinare la 
„ linea c^e essi formano „ . ' 

Supponghiamo che M sia uno dei punti cercati, io modo 
che tirate le rette MN y MO, le quali formino gli angoli dati; 
sia MN : MO=M : n . Si tirino MP, MQ parallele ai lati 
dell'angolo dato, e sia ÀP-zzx , PM-zzy \ poi prese sui lati 
dell'angolo dato le retteci?, AF 2, piacere ai condurano le ret- 
te DEy FG ^ che incontrando in -E ed in G i lati dell'angolo da- 
to formino con essi l'angolo AEDzzANM ^ e l'angolo 
AGFz=.AOM, e sia DEzza. GF=b\ AD=c, AFz=d. Posto ciò 
i triangoli simili PMN , ADE ci danno AD : DE=PM : MN, 

cioè e : azzy : MN:r:— . Parimente dai triangoli QMO, AFG 
e 

abbiamo AF : FGzzQM : MO^ cioè d : br^ : MOy e quindi 
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MOzz-^, Ora dovendo essere MN : MO^zm : n , avremo 

' ay hx . , hcm ^ j .^ i. 

-^ : "T^^^"* • "» Cloe j=— X. Per render pm semplice questa 

equazione si osservi, che possiaoK) prendere c^e d eome ci pia- 
ce; onde se facciamo cmity dz^uriy avremo j=: — .Se dunque sul- 
la retta AE prendiamo >4i!fc=a=rD^, e per il punto Stiriamo 
parallelamente al lato AD la retta HLz^bzzFG^ tutti i punti 
delia retta indefinita AL avranno la data proprietà» 

Problema IL 

,, Trovare il luogo dei punti 3f , (Fig. 36) da* quali tirate 
yy ai due punti fìssi ^^ e S le rette ALM ^ BM, stiano queste 
„ nel dato rapporto dì m : n ,, » 

Congiunti i punti ^ e jB sia AB^^a^ e tirata dal punto M 
sulla retta AB la perpendicolare MP sìa. AP::zx, PMzzy , e 
quindi BP=za—x\AM^:=ix^'^^, 5 A/azza*— aax-i-:r»-Hy» . Per 
la condizione del problema avremo adunque 
«•-♦-j*:a*— aax-i-a?*-i-j*=:m« :/i* ; onde si deduce l'equazione 

Ponghiamo xzzt-^— ^, e questn equazioae diventerà 

ya-f-^^rz— — -^-j , la quale evidentemente appartiene al circo^ 

lo. Presa perciò (N.® x.) AEzz. — — — --, e col centro E e col 

raggio — descritto un cerchio ^ sarà questo il luogo cercato. 

Ho supposto m</ì; se fosse n<,m, converrebbe prendere 
AE ( N.*' a, ) dalla parte del punto jB, ed = --^ . 

Se poi fosse nznm^ l'equazione tra a: ed j diventerebbe 
257— tìczro, e quindi divisa (PI.^ 3 ) la retta AB per mezzo in Z7, 
la retta indefinita DM perpendicolare ad AB sarà il luogo cer- 
cato . 

Nei primi due casi il circolo incontra la retta AB nei pun* 
ti De D* ; onde nasce una costruzione del problema molti» sem- 
plice. Si cerchino sulla retta AB ì punti D e D' tali, che sia 
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jfjyiBD:=iAUiBD''ZZtn''.n, ed il cerchio deécritto sul diame- 
tro DU sarà il luogo cercato . 

Problema III. 

„ Date di posizione le rette AB ed AC (Fig. 87) trovare il 
,, punto M tale , che tirata MC al punto fisso C, ed MB pa- 
„ rallela ad AC , la quale incontri in B la retta AB^ sia sem- 
„ pre MB:MC=b:c „ . 

Tirata MP perpendicolare ad AC , ed MQ parallela ad AB 
sia AC^My APznXy PM'ziyj e siccome è dato l'angolo 
2^QP=BAC , sarà data la ragione di QP: PM, la quale pon- 
ghìamo che sia quella di b : d , Avremo dunque PCsza^^v , 

QP=^, AQ=zx^^=BM, MC=^^^, ed il triangolo ret- 
tangoloilfPCcidarày»-Ha*-àtf^-M?a=r-r3 , . ' /fa ^^^^ 

Questa equazioiìe appartiene ad una linea del second'ordine, e 
da ciò che abbiamo detto di queste linee si rileva che la cur- 
va sarà una ellisse, se c^(&*-m/^)<&>^', una iperbola, se 
c^(b^^^^)>b^d^ , ed una parabola se c^{b^'^^)zdb^d^ . 

Problema IV. 

„ La retta BC (Fig. 38) divisa per mezz^in A giri intor- 
,, no al punto A della retta immobile ADj si tiri CSl perpen- 
,, dicolare a BC ^ e presa ADz^AB sì congiungano i punti jBe 
„ V : trovare il luogo dell'incontro delle rette CM, e BD „ . 

Dal punto M si conduca MP perpendicolare ad AD , e si 
ponga JDP=x, PMzzy, AB=AC=ADzza. Essendo V angolo 
PDM=BDA=CBM, i triangoli CBM, PDM sono simili; 

onde BC : BM=PD : DM, e quindi flM=Ìf!^^— ±2l!l e 

X 
X 

CH perpendicolari ad AD, e sarà 
DTzza^AH.BD=Lx:\/(x^'^^)\ onde AHzzx--^, e 
C//=l/(^^^— ^")- Similmente CH=iBT : BD=y .[/{x*-^*) , 

cioè CH'zi^ !^ j e paragonando questo valore di CH eoa 

Tom. I. 33 
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qnello trovato qui sopra avremo l'equazione (aa— ar)ja=:c», la 
quale ci mostra la curva cercata esser la Cissoide di Diocle. La 
medesima equazione si troverà più facilmente, se si riflette che 
il circolo descritto sul diametro JBC passerà per /?, e CM sarà 
ad esso tangente. Onde per la nota proprietà dei cerchio 
BMy,DM:=iCM^z=,BM^^''CB^ , cioè (2a-ar)y«=i:x», come sopra. 
Chi volesse vedere un maggior numero di problemi inde-» 
terminati risoluti, legga Y Aritmetica Universale di Newton^ 
ed il Trattato delle Sezioni Coniche del Sig. Marchese de 
r Hospital. 

CAPITOLO XIII. 

Della intersezione delle curve ^ e della costruzione 
deli equazioni • 

98. 

&i abbiano due curve EE\ FP (Fig. 89) riferite al medesimo- 
asse AP ed alla medesima origine delle ascisse per mezzo delle 
coordinate AP:rzXj PM^zy^^ e siano date l'equazioni delle cur- 
ve tra queste coordinate. E chiaro che al punto d'intersezione 
Jli^ corrisponderà Àp ambe le curve la medesima ascissa APj e 
la medesima applicata P3f ; onde per avere i punti d' interse- 
zione convien supporre in ambedue V equazioni delle curve 
tanto d? che y respetti vamente eguali. Prendendo perciò dalla 
prima equazione il valore di y, e sostituendolo nella seconda, o 
sia eliminando y con i soliti metodi dalle due equazioni avre- 
mo una equazione in a:, le radici reali della quale ci daranno 
le ascisse corrispondenti ai punti d'intersezione. Trovate le 
ascisse convien determinare le ordinate, e tra tutte le applica- 
te, che convengono alla medesima ascissa scegliere quelle che 
nelle due curve sono eguali, all'estremità delle quali cadranno 
i punti d'incontro cercati. Sia per esempio una delle due linee 
una retta espressa dall'equazione aar-^-Ay— c=o , e l'altra una 

curva qualunque . Sostituito il valore di j= -^^ — nell' equa- 
zione della curva, in luogo di qualunque potenza di y s'intro- 
durrà una simile potenza di e— aj:; onde l'equazione in x sarà 
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di un grado eguale aU' ordine della curva. Quindi una linea 
dell'ordine n non potrà essere incontrata da una retta qualun- 
q^ue in più. di n punti , ma spesso in meno, se tra le radici 
<ieire(}uazione in x ve ne saranno alcune immaginarie. 

Sì debbano in secondo luogo cercare le interazioni della 
parabola espressa dall'equazione j» — hx^Oy e del circolo che 
ha per equazione y»— ^Ay— Ì2r-Kr»-4-è^=o. Per eliminare y si 
^sottragga la seconda equazione dalla prima, ed avrassi 

aiy— aya^a^^o, cioè jcT — ^-7 — , Onde ricaveremo il valore di 

y , subito che conosceremo quello ài x. Si sostituisea il valore 
di y nella prima equazione, e si avrà a?*H-ai^a:»— 4^'x-Hè*=io, 
la quaF equazione ha una radice ;=i, onde si deduce 

yzzz — T — ^=6; e quindi la parabola ed il cìrcolo dati s'interse- 
cano in un punto corrispondente all'ascissa ed all'ordinatagli. 
Per gli altri punti d'incontro convien cercare le altre radici del- 
Ha equazione in x^ 

Ma quantunque le radici della equazione in x siano tutte 
reali, non ne viene però che ad esse corrispondano le intersezio- 
ni delle curve ; poiché le applicate corrispondenti a queste ascis- 
se possono essere immaginarie, nel qual caso non si dà alcuno 
incontro nelle curve. Per dare un esempio di queste intersezio- 
ni immaginarie supponghiamo che sull'asse AC (Fig. 4o) *^a 
descritta una parabola del parametro aa, e fuori di essa alla di- 
stanza BCzzb^Q^a sul diametro ABzz2.a un circolo; è chiaro 
che queste due curve non potranno mai incontrarsi. Ora presa N 

l'origine delle a; nel punto Ay l'equazione della parabola sarà 
3r*=:2fl(a7^), e quella del circolo y»=:2ajp^-a:*, ed eliminando 
y avremo 1* equazione j:^— aafcro , che -ha le radici reali 
JL H/nab, e come h^za, parrebbe che un incontro corri- 
spondesse ad un punto dell'asse situato tra J5, e C, e l'altro al- 
la sinistra del punto A, ed ambedue fuori del cerchio e della 
parabola. Ma se ricaviamo dalle due equazioni date il valore di 

y, troveremo questo essere \/^ za(ddi/ ^ab-^) , cioè immaginario . 

Vi sono adunque delle intersezioni immaginarie, che il 

-calcolo indica, come se fossero reali, perchè il calcolo. ce rea i 

valori di y eguali nelle due curve, e^ corrispondenti alla niedjii» 
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sima ascissa , o siano essi reali oimmaginarj . Quindi dal nume- 
ro delle radici reali della equazione in x non si può concludere 
il numero di altrettante intersezioni» ma convien prima vedere 
se l'ordinata corrispondente all'ascissa reale sia anch'essa rea- 
le, condizione necessaria, perchè si dia l'incontro. Se però in 
una dell' equazioni delle due curve la y non oltrepasserà la pri- 
ma dimensione, o se nell'att» di eliminare si giungerà ad una 
equazione tra a; ed j, in cui y non abbia che una dimensione, 
come è accaduto nel secondo esempio, potremo esser certi che 
non si danno intersezioni immaginarie, perchè a qualunque va- 
lore reale di x corrisponderà sempre un valore reale di y. 

99. 

Questa teoria dell'intersezione delle curve è stata da Des^ 
cartes il primo applipta alla costruzione dell'equazioni. Poi- 
ché, siccome date l'equazioni di due^curve tra le coordinate x 
ed y eliminando y ottenghiamo una equazione in :r, le radici 
della quale determinano i punti d'intersezione delle due curve; 
viceversa se sarà data una equazione in a?, e si troveranno l'e- 
quazioni tali di due curve, che dalla eliminazione di y ne nasca 
la proposta equazione in or, l'intersezioni delle due curve daran- 
no i valori delle radici dell'equazione data. Infatti le perpendi- 
ciolari tirate da ciascun punto d'incontro sull'asse taglieranno 
le ascisse eguali ai diversi valori di x. Ma è molto importante 
nella scelta delle curve di evitar quelle, che ci potrebbero dare 
intersezioni immaginarie corrispondenti ad ascisse reali ; lo che 
per ciò, che abbiamo detto, otterremo prendendo una delle due 
curve tali, che nella di lei equazione la y non oltrepassi la pri- 
ma dimensione, cioè, come si suol dire, che questa curva sìa di 
genere parabolico . 

Ma per veder chiaramente, quali curve dobbiamo adopra- 
re, cerchiamo prima indirettamente quali sono l'equazioni ri- 
sultanti dalla eliminazione dell'applicata nell'equazioni di due 
linee date. Siano date in primo luogo (Fig. 4^ ) due rette BM , 
CM, le quali s'incontrino nel punto M; si prenda BA per as- 
se , ed il punto A per origine delle ascisse, e sia ABzza^ AC:idf, 
APz^x, PMzzy, e condotta la retta AD perpendicolare all'as- 
se sia ■^iJzrc, ÀE'zzd. L'equazione della retta BM 9\ troverà 
essere ayzzac-^cx , e quella della retta CM hyz^dx-^bd . Adesso 
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eliminando y avremo xzz ^^ — , alla qual' equazione si ridu- 

Gono tutte quelle del primo grado . 

Supponghiamo adesso che sia il circolo ( Fig. 4^) incontra- 
to dalla retta BM . Prendiamo la retta BA per asse, ed il punto 
A per origine delle ascisse^ e tirando dal punto A e dal centro 
C del cerchio le perpendicolari all' asse AC , DE facciamo 
AB=a^ AC=by DMzzc, AS=dy DEzne, Avremo perla retta 

l*equa2sìone yzdbn , e pel cerchio (or— rf)*-4-(y— e)»=::c« , ed 

eliminando y otterremo T equazione 

^2— a — i-; — Ix-A i — H =0; onde mediante 

l'intersezione del cerchio e di una retta si potranno costruire 
tutte r equazioni del secondo grado . Infatti sia data da costruirsi 
l'equazione generale re»— ^j?— B=:o ; paragonandola con la pre- 

cedente avremo ^=2 ^ , e Bm — r^ • 

Dalla prima equazione si ricava drz— — 5 — ^— ^ \ e sosti- 
tuito questo valore la seconda diventa 

^(a»-HJ*)=:a*c*-(e— *)"(«*-♦-&») ^ /^ ' — k. — J r^, 

onde si dedace 



Ri- 



mangono in nostro arbitrio le quantità a, b^ e^ le quali però 
devono prendersi in modo» che il secondo radicale riesca reale, 
altrimenti sarebbe immaginario il raggio del circolo. Per evitare 

il primo radicale facciamo fe=o, ed avremo dfrr — , e 

czi ll-ilf ft^ ; in questo caso la retta BM caderà sull'as- 

se 9 la lettera a sparisce dal calcolo, e la lettera e può aver qua- 
lunque valore. Per render razionale anche il valore di e faccia- 

mo cire-i — , e troveremo ezz -—7- , e c= — -—p- » 

ove per m possiamo prender qualunque quantità, ed il circolo 
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cercato si costruirà così. Presa AEz^-^ si faccia la perpendico» 
lare ELhzi — '^\ "^^ ; sarà D il centro del cerchio, ed il di 

4/» 
lui raggio sarà = — -^3 . Avremo una costruzione sem- 

plieissima se ponghiamo «=:4, poiché allora sarà u4jEJ= — , 

lì jì Jì 

EDzr-jy ed il raggio =:— -i--j , cioè zslAE-^ED . 

Se cerchiamo l'intersezione di due cerchi , giungeremo ad 
una equazione di secondo grado ; onde mediante due circoli non 
si può fare che ciò, che più semplicemente si fa con un circolo 
ed una retta. Se poi consideriamo le intersezioni di due sezioni 
coniche, odi una di esse col circolo, ne vedremo nascere una 
equazione del quarto grado, e quindi mediante le sezioni coni- 
che non si possono costruire che l'equazioni , le quali non supe* 
ratto il quarto grado. Una linea del terz' ordine, che è tagliata 
da una del secondo , ci condurrà ad una equazione del sesto gra- 
do. E generalmente dalla intersezione di una linea dell'ordine 
m con un'altra delF ordine n ne nascerà una equazione del gra- 
do mn (49) . 

Data pertanto una equazione, che debba costruirsi, con* 
'vien risolvere l'esponente del di lei grado in due fattori , i qua* 
li ci daranno, gli esponenti, dell'ordine delle due linee che ser- 
vono alla cercata costruzione, e per evitare le intersezioni im- 
maginarie convien prendere una di queste linee di genere para- 
bolico. Ma come per lo più il grado dell'equazione dtfta si può 
dividere in due fattori in più maniere, così bisogna scegliere 
quella, che ci dà curve di un ordine meno elevato j e che più 
facilmente si costruiscano. Così data una equazione del sesto 
grado, siccome r esponente 6 si può risolvere ne' fattori r , 6, 
e a, 3, l'equazione potrà costruirsi con ^i na retta , ed una li- 
nea del sest' ordine, o pure con una linea del second' ordine ed 
una del terzo, e questa ultima maniera dovremo scegliere, per- 
chè ci dà curve meno elevate, avvertendo di più di fare in mo- 
do, che la linea del second' ordine sìa il circolo , il quale per la 
facilità della sua costruzione si considera a questo effetto dei 
iiucdesira' ordine, che la linea retta . 
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Proposta adunque una equazione da Gosimirsi si prenda 
TiTia curva conveniente compresa nella equazione M'k^NyzzG , 
ove M ed JV sono funzioni della sola x , e siccome Takra cur- 

va dev'esser tale, che sostituendovi — -«? in luogo di y ne risul- 
ti la proposta equazione ; viceversa da questa potrà dedursi la 
seconda curya, se in luogo di — -^ vi sì porrà j. Sia data per 

«tempio da costruirsi l'equazione del quarto grado 
vp^'^Ax^^Bx'^Czz^o : prendiamo per una delle due curve la 
parabola espressa dall'equazione aji=j?«-f-ix , e sostituendo nel- 
la proposta (ay— èa:)» in luogo di x"^ avremo 1* equazione del 
second' ordine fl*j»—aaiarj«4-(-4-f^»)^»-f^5a7H-C=o, e le inter- 
sezioni di questa curva con la parabola ci daranno le radici del- 
la equazione data. A motivo delle due quantità arbitrarie a, e 
h quella equazione rappresenterà infinite curve , le quali tutte 
potranno servire alla costruzione cercata. Se all' equazione già 
trovata aggiungiamo un multiplo oc dell'equazione della para- 
l>olay avremo un'altra equazione molto più generale, cioè 

{A) a ^y^^^abxy-^A^ ^ -+-ac)ar ^ -♦-(jB-hiìc) j:— a ^ cjh-Cz=o . 
Se la quantità A-^^ac è positiva, la curva contenuta in questa 
equazione sarà una ellisse, se è z=o, una parabola, se è negati- 
va, una iperbola; e diventerà un cerchio, se irro, e ciira— — ^ 

poiché l'equazione sarà in questo caso 

^ Bx / A\ C 

y a siaf \ na^l Va a/i/ 40* «a > 
ove il secondo membro è il quadrato del raggio del circolo. Se 
facciamo C=:o , avremo la costruzione dell'equazioni del terzo 
grado. Tutte le curve contenute nella equazione (A) taglieran- 
710 la parabola ne' medesimi punti; e quindi anch'esse s'incon- 
treranno ne' medesimi punti. Perciò senza timore d'intersezioni 
immaginarie potremo costruire l'equazione data per mezzo di 
due qualunque delle curve comprese nella equazione {A)\ ma 
per più semplicità converrà fare in modo, che una di questa 
curve sia il circolo . 
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Per costruire cou questo metodo l'equazione del terzo 
grado a? ^ -i-^r-4-5:=o , prendiamo T equazione della parabola 
x^zzay^x ^ e sostituendo questo valore di x'^ nella proposta 
avremo axy-^bx^-^Ax^Bzzo , ed aggiungendovi un multiplo g 
della equazione della parabola otterremo 

aary-f-(c— ^)a:*H-(-4-i-Ac)a7— acy-i-B=:o , la qual' equazione appar- 
tiene sempre alTiperbola. Onde, se per maggior semplicità vor- 
remo adoprare un cerchio , dovremo ridurre la proposta al quar- 
to grado moltiplicandola per x. Avremo così una intersezione 
di più, ma questa sarà facile a riconoscersi» perchè caderà sulla 
origine delle coordinate; Similmente data una equazione qua- 
lunque, potremo spesso averne una costruzione più semplice 
moltiplicandola per x t o per x^ , o per x^ , ec. Così se avremo 
una equazione del trentesimo nono grado, essa si potrà costrui- 
re con una linea del terzo ed una del tredicesimo ordine: ma se 
si moltiplica per x , si potrà costruire con una linea del quinto 
ed una dell'ottavo ordine, cioò in un modo più semplice del 
precedente, e moltiplicandola per x* potremo adoprare una li- 
nea del sesto ed una del settimo ordine , e questa costruzione si 
deve reputare ancor più semplice. Ma in generale oltre all' ado- 
prare curve di un ordine il minore possibile, bisogna special- 
mente aver riguardo nella scelta a quelle, che più comodamen- 
te si descrivono . 

ICO. 

Passiamo a veder Y uso di questa teoria nella risoluzione 
di alcuni problemi . 

Problema I. 

„ Date due rette AOj AG (Fig.43), che s'incontrano in 
„ A , trovare un punto M dentro l'angolo OAG in modo, che 
„ tirate le rette MN ^ MO^ le quali formino con le rette AG, 
,> AO angoli dati, sia la loro somma eguale ad una retta data 
,) e , ed inoltre le medesime rette stiano nel dato rapporto di 
„ min ,, . 

Supposto conosciuto il punto ilf , da esso si tirino le rette 
MP, MQ parallele ai lati dell'angolo dato, e sia MPz^AQ=f^ 
MQpzAPzzx . Siccome son dati gli angoli P ed N del triango- 
lo PMNy sarà data la ragione de lati PM ^ MN , che suppon- 
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^ esser quella dima, e quindi avremo MN:^ — • Similmen- 
te se m:i è il rapportò dato dei lati QM , MO del triangolo 
QJHO, avremo MOzz, — . Ora per le condizioni del problema 

dev'essere MJV : MChzim : n; quindi avremo l'equazione ay:^x. 
Ma ia somma delle due rette MN^ MO dev'essere sic» perciò 

avremo ancora l'equazione — -h — =c • Combinando questa con 

la precedente ne ricaveremo ^«^^-r r • ^^ 

Per costraire questo valore di x al prenda nella retta AQ 
prolungata ABzzm^ BC:^^ e nella retta AO ai prenda AE^Zin, 
e tirata Ja retta CE dal punto B se gli conduca parallela la ret- 
ta £F, che incontrerà in F il lato AO, e sarà ^F=-J^^ . So- 

stituito questo valore avremo xsz*-^^—: onde se prendiamo la 

retta AG^c^ e la retta AH:=i^ ed alla retta GH conduciamo 
dal punto Fla parallela FP, avremo xrzAP. 

Trovato il valore di r, per aver quello di y si osservi , che 
a : kzzx : y\ onde presa AI^:za^ e congiunti i punti I ed H 89 
ad IH tiriamo dal punto P la parallela PQ, sarkyz=:AQ: Ades- 
so dai punti noti P e Q tirate ai lati dell'angolo dato le paral*- 
lele PMy QMf queste determineranno col loro incontro il pun^ 
to cercato M . 

Pboblema il 

„ Trovare un punto M (Fig.44), dal quale rirate ai tre 
„ punti dati A, B, C le rette MA, MB, MG, abbiano queste 
„ tra loro i rapporti delle date rette m,n, p „ . 

Congiunti i punti A e B , sì tirino dai punti C ed M sul- 
la retta AB le perpendicolari CD, MP, e sia AB=a, ALhzi, 

CD=c, AP=x, PM=y, AMzzz, e quindi BM= ^z , 

m 

CM^z^z. Posto ciò è chiaro che avremo ««=ra:»-i-y* > 

-^^=(fl— ar)aH-y», L__=:(a:-^)a^e_y)a ^ e da queste ricavo- 
Tom. I. 34 
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remo Tequazioni (m*— n")(y*-4-d?*)— aa/»*a7-»-a*m«=ro, 
(/»»— ^fi)(ar*-hy*) — ac/n*j— 2&m*a7-*-(A"-f-c")OT*=o ; onde elimi- 
nando y arriveremo ad una equazione in x del secondo grado. 
Ma possiamo costruire il problema mediante l'equazioni già tro- 
vate, le quali appartengono a due circoli, perchè si riducono 
alla forma 

(^ma \a / C/71» \» {h^-\^A)m^p^ 

^"" 7»a— /^a ^ "*" V "" m^—p^) "" (ma— /;a)a ' 

Si prenda ^jC=: ^, e fatto centro in E il cerchio 

descritto col raggio — ^ sarà quello della prima equazione. Si 

faccia AFzz — ;: , FG perpendicolare ad AB, ed =: — -; 

T» AW AC 
ed il cerchio descritto col centro G, e col raggio -2^ — -jrjr- sarà 

quello espres'so dalla seconda equazione. I punti M ed M\ ove 
questi circoli s'incontrano, risolvono il problema. 

Problema III. 

„ Trovare due inedie proporzionali tra le due rette date 
„ AB:=:a, ACzzb (Fig.45) „. 

Chiamando x la prima media proporzionale avremo l'equa- 
zione x^ — a^b=io. Per costruirla moltiplichiamola per x^ ed 
avremo a?* — a'^bx^zo'^ prendiamo l'equazione della parabola 
aranay, che ci darà la curva AM^ e sostituiamo il valore di 
x^ nella proposta. Avremo a"y*— a*ia;=zo , ed aggiungendovi 
l'equazione della parabola moltiplicata per a^ otterremo 

» » ^ é a\* / h\^ a^-i-i^ 

^aja — a^bX'Mi^x^'''^*y^lo,ciOè ly— —1 .4.f^.._) ^z — - — 

equazione appartenente «li cefchio . Si divida pertanto la retta 
AC per mezzo in Z?, e dal pnnto D inalzandogli una perpendi- 
colare DE:=Z'-AB, col centro E e col raggio E A si descriva 

un cerchio: esso incontrerà la parabola nel punto M ^ dal quale 
tirata una perpendicolare sulla retta AC , questa taglierà la ret* 
ta AP^ixzz alla prima delle medio projigraioaali , e la seconda 
inedia sarà PM> 
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ProblemaIV. 

„ Trovare un ponto M (Fig,46) nella periferia di un cer- 
„ chiodato, dal quale tirate le rette iVf^, MB y MC a due 
„ punti dati A,e B^ ed al centro C del circolo, siano le tan- 
,, genti degli angoli AMC, BMC nel dato rapporto min „ . 

Si conducano pel centro C le rette AC , BC ^ e dal punto M 
si tirino ad ewe parallele e perpendicolari le rette MP, MQ\ 
MH , MS: di più dal punto B ai tiri sulla retta AC la perpen- 
dicolare BO, e sia AC=a,BO=b, CO=c, ed il raggio CMdel 
dato cerchio =r. Si faccia AC:CM=CM:CF,BC:CM=CM:CG, 

cioè CJF=:— , CG=^ , e condotte le rette MF, MG sarà Tan- 

golo AMC=CFM , e l'angolo BMC=CGM . Ora avremo 
tatng.CFM:Uing.MPR=zPR:FR, e 

tang.CGM:tang.MQ5(=tang.MPjR)=(?5:G5, e quindi 
tang.CFM:tang.CGM=PilxG5:jFi?XQ«S; onde per le condi- 
zioni del problema avremo T equazione mFBxQ'Sz=:nPRxGS » 
Si osservi che BC:CChzMP:PB=MQtQS, cioè, chiamando 

CP X ed MP y, PR=^^ , Q5=y , e perciò JFJR^^^ifipT, 
GS:=z-Y'^ — =^r — . Sostituendo questi valori avremo 

ab h^ b^ ^a - » 

abny^'^^c{m-^n)xy^'^mx^'¥^nr^y'^nir^x^:o {A) . 
Siccome abbiamo due incognite, convien trovare un'altra 
equazione , e questa ci verrà data dal circolo . Infatti abbiamo 

BCiBO=iMPiMB=^^K'^''\ e sostituendo i valori di 

o 

CRi e di MR nella equazione al circolo CR^'¥'MR^z:zr^ avre- 
mo b^x^-^^bcxy^b^y^zzb^r^ . Col mezzo di questa possiamo 
eliminare y dall'equazione (^), ed avremo una equazione in x 
del quarto grado, che costrutta ci darà i valori di x. Ma senza 
eseguire questa eliminazione, basta costruire l'equazione (A)'y 
che appartiene all'iperbola^ e le intersezioni di essa col circolo 
ci daranno i punti M richiesti. 

A questo problema si riduce l'altro, in cui si cerca un pun- 
io M tale (Fig.47 ), che, tirate le rette MA, MB a due punti 
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dati, siano le corde MC, Me eguali. Iti questo caso arrem* 
mzzriy e r equazione (A) diventerà j»—j7»-*-—y— — x^ó . Co- 
strutta riperbola MM^ dì questa equazione, e l'iperbola oppo- 
sta M"M'\ i punti Af, M\.M'\ M"\ ov' esse tagliano il cir- 
colo, soddisfanno egualmente al problema. 

CAPITOLO XIV. 

Delle i^urve trascendenti . 

lOI. 

Jr inora abbiamo parlato delle curve algebraiche , passiamo 
adesso a dir qualche cosa delle trascendenti. Ogni curva sarà 
trascendente , quando nella di lei equazione l'applicata y sarà 
una funzione trascendente dell' ascissa. Abbiamo considerate al- 
cune funzioni trascendf^ntì , cioè i logaritmi, le quantità espo- 
nenziali, e quelle che dipendono dal circolo; onde se nella equa* 
zione di una curva si troveranno in qualunque modo alcune di 
queste funzioni, essa non sarà algebraica, ma trascendente. 01« 
tre le funzioni logaritmiche e circolari, che possono riguardarsi 
come le più. semplici trascendenti, ve ne sono infinite altre, 
l'origine delle quali si ritrova nell'Analisi degl'Infiniti . Quindi 
noi non potremo che dir poche cose sulle curve trascendt^nti, 
fin dove arrivano cioè le nostre cognizioni sulle funzioni tra- 
scendenti . 

Alcune volte la curva non è algebraica, quantunque nella 
di lei equazione non vi sia apparentemente alcuna funzione tra- 
scendente. Tale sarebbe l'equazione y^zar , dalla quale non 
si può in alcun modo con operazioni algebraiche togliere Tirra- 
zionalità; onde non può riporsi tra le curve algebraiche. Ma.. 
per mezzo dì operazioni trascendenti, cioè de* logaritmi, si potrà 
risolvere questa equazione, poiché sarà log.y=:^alog.x, e quin- 
di ad ogni valore di x troveremo il valore corrispondente di 
log.y , e tornando dai logaritmi ai numeri anche quello di y . 

Così pure dovremo riporre tra le curve trascendenti q nel- 
le , nell'equazioni delle quali gli esponeati delle variabili saiaum 
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no immaginari . Per esempio 1 equazione y=.tr -^x ^ 
appartiene ad una curva trascendente; lo che apparirà più chia- 
ramente» se osserveremo che e^^"" -ne'""^^'^ =^cos.o; on- 
de facendo 6*^:=*, ed 'o^o^.x^ avremo yrzAcos.log.j;, e la cur- 
va^sarà doppiamente trascendente , perchè dipenderà e da' loga- 
ritmi, e dalle funzioni circolari. Ma siccome queste curve appa- 
rentemente non trascendenti si riducono ai logaritqvi ed alle 
quantità circolari, esaminiamo le curve che da queste fun^ioiti 
trascendenti immediatamente dipendono. 

Sia data in primo luogo la curva espressa dalla equazione 

Y X 

log«^ = -T-, alla quale si dà il nome di Logaritmica. Passando 

X 

dai logaritmi ai numeri avremo y=^ae , dalla qual* equazione 
apparisce , che le ascisse x crescendo in progressione aritmeti- 
ca, le applicate y crescono in progressione geometrica. Prendiap 
mo (Fig.48) la retta AP per asae, ed il punto A per origine 
delle ascisse, e primieramente sarà nel punto A l'applicata 
ABzzay poi alla destra del punto A le applicate anderanno sem- 
pre crescendo, e sempre diminuiranno alla sinistra del punto A 
in modo, che l'asse Ap sarà asintoto della curva. 

Si può facilmente tirar la tangente a questa curva ; infatti 

X 

essendo l'ordinata PMiziae , se si conduce un'altra applicata 
P'if' distante dalla prima della retta PFzsUy sarà 
X'^u a>^u X X a 

PM'^ae * , ed HTQrzae * -«e* =ae* (e* -i) • Se per 
i punti M ed JiT facciamo passare una retta, che incontri l'as- 
se in T, avremo PT:PM=MQ:QM\ e quindi 

PTi:z =1^ . Ma se il punto P' cade sul 

Jmnto P, cioè se fi=o, la retta ATTincontrerà la curva nel so- 
o punto My e ne sarà tangente: dunque la sottangente PT sarà 

= -p=3Ì, cioè costante, e questa è la proprietà principale della 

T 
logaritmica. 



X? 
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Se l'equazione di una curva conterrà quantità esponenzia- 
li, converrà ricorrere ai logaritmi per costruirla. Così data l'e- 
quazione ynx , avremo prendendo i logaritmi log.yrnarlog.ar ; 
onde da ciascun valore di x ricaveremo il valore di log.j, e poi 
quello di j. Alcune volte non è così facile il costruire la. cur- 
va; come se fosse data Tequasione ar^rry^, poiché prendendo 
i logaritmi non guadagneremmo niente . In primo luogo è chia- 
ro, che possiamo soddisfare a questa equazione prendendo ;y=ix-, 
lo che indica una retta inclinata all'asse ad angolo semiretto; 
ma ciò non esaurisce l'equazione, poiché essa sussiste anche 
preso y=a , ed oe^i^y o viceversa y=4, ed x^:s^. Per trovare le 
altre parti, che oltre la retta son comprese nella equazione fac- 

clamo yzzaix , ed avremo x :=a x , cioè x zzu , e quindi 



xzzu^ ' , ed y:=m ' . Dando pertanto diversi valori ad u ne 
ricaveremo il valore .di x ed il corrispondente di y, 

Venghiamo alle curve, che dipendono dal cerchio, ed in 
primo luogo esaminiamo la linea dei seni, la di cui equazione 

è jciraArc.sen.— , cioè l'applicata è proporzionale all'arco di 

e 

cerchio, che ha — per seno. Siccome ad un medesimo seno cor- 
c 

rispondono infiniti archi, così ad ogni valore dell'ascissa x cor- 
risponderanno infiniti valori dell'applicata, e se u é il pia pie* 

colo arco che abbia — per seno , e p rappresenta la semiperife- 
e 

ria del circolo, i valori di y saranno i seguenti: 

^w^x ^(]P'^u)t ^(ap-Hii), o(3p— a), a(4/?-i-i#), ec. 
— alp-^y -^al^p-^u) , — a(3p-w/) , — ^(4p— m) , ec- 
Presa adunque (Fig.49) la retta BAC per asse, ed il punto A 
per orìgine delle ascisse, al punto A corrisponderanno le appli- 
cate AA^zrap, AA^zzL^ap^ AA^'zziòap, ce, Aaszap, Aa':=:^ap, 

' AP 
ec, E se si prende un punto qualunque P in modo, che sìa — 

il seno dell'arco m, sarà PMzzau^ PM'zza(p'^u)z:zAA''^PM ^ 

PM''=a{!ip^*-u)=AA"^P2\T, ep., Pm=a{p^u)=Aa-t^PM , 
Pm'z=:a{2p'^u)z=:Aa''^PM , ec. Onde apparisce, che la curva sa- 
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rà tutta csomposta di porzioni simili ed eguali AEA\A^E'A"^gc. . 
u4ea, ae'a\ ec. I punti £, JB', E'\ ec, e, <?', e", ec, corrispon- 

deranno alle ascisse AC^ABzzc. e sarà CE^:zBe:^'^ , 

CE''=Bc"=^ , ec, Ce'=B£'=:^, ee., in modo che le di- 

Stanze EE"y Ee'y £'«, ««", ec, saianno tutte :=sm^. 

Una figura simile si troverà per la linea de' coseni, ch^ ha 
per equazione yrzArc.cos.a;, ma affatto diversa e composta d*in- 
iìniti rami sarà la linea delle tangenti espressa dall'equazione 
yrz Arc.tang.:r . Ma siccome si può facilmente dalle proprietà 
delle tangenti dedurre la figura di questa curva , e di quella 
delle secanti, che ha per equazione y^rArc.sec.or , passiamo a 
considerare una curva più celebre , alla quale è stato dato il no- 
me dì cicloide . 

Scorra per la retta E A (Fig.Sp) ruotandosi un cerchio; il 
punto JD del suo diametro descriverà una curva DD\ Sia in 
principio il diametro AB perpendicolare alla retta E A , il rag- 
gio del cerchio =:a, e la retta CDrzb; poi muovendosi il cer- 
chio sia giunto nella situazione ARS , e sia adesso ACU la 
posizione della retta ACD, e U in conseguenza un punto della 
curva. Posta la retta AQp^zaz, sarà l'arco AQ=az, e l'arco 
QB'=ui(p-^z) y e z, jp-p^as gli archi corrispondenti nel cerchio, 
che ha il raggio =1 . Quindi tirando D'P perpendicolare in P e 
P' ai diametri AB e QR avremo i7P'r=isen.z-, CT'=:— fccos.z , e 
chiamando DPx^e PD^y otterremo xz=lh^coB.z^ yzzaz^aen.z^ 

ed eliminando z, ;y=^/^(aijp--a;3)-4-aArc.sen.-k_l^-^^. 

b 

Se prendiamo l'origine delle ascisse nel centro C facendo 

CPxdb'^x:=zt ^ T equazione della cicloide sarà 

y=(/(Ì*— ^")-f-aArc.co8. -7-. Se fcra, avremo la cicloide orrfi/za- 

ria, la cicloide allungata se b<ay e la cicloide accorciata se 
h>a. 

Il cerchio ACB (Fig.Si ) invece di ruotarsi sopra una ret- 
ta, sì ravvolga adesso sopra un'altro cerchio OAQ; il punto D 
preso dentro o fuori del cerchio mobile descriverà un'altra cur- 
va , che si chiama Epicicloide. Sia il riiggio OA del cerchio im- 
mobile 7=^:, il raggio CB del cerchio mobile r=a, e k re tra 
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CD=by e prendiamo per asse della carva la retta OACBDj ov€ 
cadono i punti 0,C, D in una data situazione del cerchio mo- 
bile. Adesso movendosi questo cerchio giunga nella situazione 
ARB'Qy AD^ sia la posizione della retta AD ^ ed il punto i> 
cada in U in modo, che sia CU^db. Tirate D^Py CM perpen- 
dicolari alleasse, e CW perpendicolare a jD'P; sia z Tarco AQ^ 
descritto sul cerchio immobile, sarà ancora AQ^x , e Y angolo 

AOQ=-, e quindi C'Jlf =(a-Hc)8en.-. L'angolo J?d?'=airan- 

golo AC'Qiz^ , e l'angolo NCR=z all'angolo ^OQ=j*e per- 

ciò rangolo NC'D'=^^, e quindi iyN=bsta.^z , 

CN=bcos.^^z . Onde, se chiamiamo OP a?, e PD' y avremo 
ac * > j 

aK=(a-Hc)cos.-^-i-Acos. «, ed 'y=(a-+-c)8en.— -i-Asen. » . 

Se — sarà un numero razionale, eliminando z giungeremo 



ad UU& equazione algebraica tra a: ed j. Sia per esempio 
ed avYemo a7=r2acos. — -h^cos. — , j=2asen* — H^sen. — e pren- 
dendo i quadrati di j^ e di y otterremo 
^'-^J'=4^^-4-£^-t-4^&cos.— . Da questa equazione ricaviamo 

COS.— ZI :i 3 e COS. — ^=:aco8. 1 

a 4ab a a 

^l.>^r')"-^i4-'-f')l-'*y'h-'6a*^^ ^ sostituendo que- 

stì valori abbiamo 8a*i;»=(j?*H-y*— aii»— A»)* — 4^2(a*-»-2t*) ,. 
la quaP equazione appartiene ad una linea algebraica del quart' 
ordine. Negli altri casi, ne'quali e non è commensurabile con 
a, r epicicloide sarà trascendente. Se prendiamo a negativa, il 
cerchio mobile caderà dentro l'immobile, e la curva che ne na- 
■sce , si chiamerà Ipocicloide. Prendendo e infinita avremo il ca- 
so trattato della cicloide . 

Passiamo in ultimo alle linee spirali, così dette, perchè 
per lo più si ravvolgono con infiniti giri intorno ad un punto 
fisso C (Fig. 53) I oome centro. Queste curve si esprimono co- 
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modamente per mezzo di una equazione tra la distanza CM di 
un loro punto iJf dal ce-ntro C, e l'angolo ACM, che la retta 
C3f forma con una retta AC data di posizione. Fatto V angolo 
ACMzzUy e la retta CMzzz^ se prendiamo l'equazione sempli- 
cissima zzzau, essa apparterrà alla spirale Archimedea y così 
detta dal suo inventore ^rcAi/Tz^^/^. L'angolo u che determina 
la po9Ìzione della retta CM può esprimersi in infinite maniere, 
le quali sono w, zp'-hUy ^p-^-u , Sp-^Uy ec. , ^2/7-4-1^ , — 4P"»-"» '^^• 
ed a queste corrispondono infiniti valori di Zj cioè au^ a(2^-t-£^), 
a(4/7-ku), ec, — a(2p — u), — «(4p— «)> ^c. La posizione della ret- 
ta CM si mantiene la medesima anche per gli angoli p-^Uy 
Sp'+44, Sp-^-u, ec, ^^p-^u, — 3/7-4-M, ec ; ma i valori di CM so- 
no allora negativi: onde ai precedenti valori di z conviene ag- 
giungere anche questi, — ^(^-^-w), — a(3/?H-w), ec , a(/?— w), 
a(5p^u) , ec Quindi posto l'angolo i/=o apparisce che sarà 
(Fig.52) C^=.^^'=.4'^"=i ec zzCarzaa'zzec =ap. Se fac- 
ciamo Z4=^, vedremo che sulla retta CB perpendicolare ad 

AC cadono i punti doppj C, B, B\ ec , i, i' , ec , cioè vi s'in- 
tersecano due rami di curva, che nel punto C la curva tocca la 
Tettale, ed i due rami della spirale si ravvolgono intorno al 

punto C in modo, che CB^Zr-ap, e BB'=:ec.zz:Bk=dfb'z=eG,=:2ap. 

Posto l'angolo aCNzzu, e quindi l'angolo ACNzzp-^u, vedre- 
mo che i valori di CiV, CN', ec C/i, Cn', ec corrispondono 
esattamente a quelli di CM, CM\ ec Cm, Cm\ ec , e quindi 
la porzione di curva situata alla destra della retta CB è simile 
ed uguale a quella, che è posta dalla parte sinistra della mede-*N 
sima retta. 

Le altre spirali prendono il loro nome dalla soitiiglranza 
della loro equazione con quella dì altre curve nominate . Così 

la spirale espressa dall'equazione zi=— è stata da Giovanni Ber» 

noulli chiamata la spirale iperbolica y perchè la di lei equazione 
è simile a quella dell'iperbola tra gli asintoti. La curva che ha 

per equazione zir=£log.— si chiama la spirale logaritmica. La 

retta. CM (Fig.53) tirata dal centro alla curva la incontra sem- 
pre sotto il jnedesimo angolo. Condotta un'altra retta CM' , e 
Tom. I. 35 
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col centro C e col raggio CM descritto l'arco di cerchio ML 
sia M'L::st; avremo 

ii-Mii)g.j|fCAr=zM- =ilog.^^=iIog. — -f-ilog. (i-H — ì e 

. ,. ML .itt^ f« \ , 

quindi =»l— — — r-*-5-T"*®^- J> ^ 

^ z \z aa» da» /' 

TrrF=Ji I— H5 — — ec.ì . Quanto sarà minore la retta M'L^ 

tanto più il rapporto -jr^j- anderà accostandosi al valore della 

tangente dell'angolo MM'L, e non lo esprimerà esattamente, 
che quando sarà M'Lzzo . Facendo adunque ^=:o avremo la 
tangente dell'angolo MM'L^db, e perciò quell'angolo costan- 
te. Acciò divenga z=:c convien che sia ics— oo; quindi la spira- 
le logaritmica dalla parte superiore AM va estendendosi all'in- 
finito , ma dalla parte inferiore va sempre accostandosi al punto 
Cf al quale però non giunge , che dopo infinite rivoluzioni , cioè 
non vi giunge mai. 

e A P I T O L O XV. 

Delle superficie curve j e delle curve di doppia 
curvatura . 

lOil. 

vJoroe nelle linee curve dal valore di una retta perpendicolare 
ad un'altra retta data di posizione si comprende , quanto da 
questa retta la curva si allontani; così per conoscere la situa- 
zione dei diversi punti di una superficie curva converrà sapere 
il valore della distanza di ciascun punto da un piano dato di 
posizione, dal qual valore si vedrà quaiito la superficie dal dato 
piano si discosti. Sia questo piano quello della Tavola (Fig.54) 
e da ciascun punto M della superficie si tiri al piano una per- 
pendicolare MQ; questa ci darà la distanza del punto M dal 
piano . Ma ciò non basta per determinare la situazione del pun- 
to M; convien di più sapere a qua! punto del piano corrispon- 
de il punto Q. Per determinar ciò si prenda nel piano a piacere 
una retta AP, e dal puuto Q se gli tiri una perpendicolare QP. 
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Ora se, preso un punto fisso A della retta AP, conosceremo il 
valore delle rette QiW, PQy ^P, sapremo il luogo del punto M. 
Quindi è chiaro che a rappresentare una superficie sono neces- 
sarie tre coordinate AP(x), PQ(y), QM(z). L'equasBione di una 
superfìcie dovrà essere adunque o= ad uùa funzione delle tre 
variabili Xy j » £S , dalla quale il valor di s sia dato per :r ed y . 
Onde prese AP e PQ ad arbitrio, se inalzeremo al piano nel 
punto Q una perpendicolare QM eguale al valore di z datoci 
dall'equazione per le rette AP e PQ, il punto ilf sarà nella su- 
perficie . 11 piano BACf in cui son situate le coordinate ^P=:j7y 
e PQ~y > lo chiameremo in seguito per più brevità il piano del- 
le :r ed j; il piano "SAC alzato perpendicolarmente al primo 
sulla retta AC sarà il piano delle x e 0; ed il piano SAB per- 
pendicolare al primo, ma alzato sull'asse AB delle y\ si dirà il 
piano delle y e z , perchè su questo piano caderebbero le y e le 
z , se ad esso si riferisse la superficie. 

io3. 

Vediamo come in questo modo si trovi Tequazione di alcu- 
ne superficie più note , ed in primo luogo consideriamo un pia- 
no (Fig. 55 ) , l'intersezione del quale col piano delle x e delle y 
(che sarà sempre per noi il piano della Tavola) sia la retta BE^ 
la quale formi con l' asse delle x l'angolo ABE-^za^ e sia AB^a . 
Da un punto qualunque M preso in questo piano si tiri sulla 
retta BE la perpendicolare ME; congiunta QE sarà anch'essa 
perpendicolare a BEy e l'angolo MEQ misurerà l'inclinazione 
del dato piano con quello delle ^ ed y, la quale chiameremo j?. 
Dal punto Q si tiri QC parallela a BE^ e dal punto C si condu- 
ca CJF' parallela a QE: sarà QPziPCtang.a, cioè 

y=(.^.-BC)tang.., BC=^, Q£= J^=^ , e quin- 



àìy=( 



^71 zjjtang.a, cioè 

sea.ftXtang.p; ® 



:(a— a;)sen.aXtang./?-^cos.atang.^; e facendo 

asen.axtang.^zr^, ^nx, ^£ , avremo zzdb'^^x-^^y . 

Ogni equazione adunque, nella quale le variabili non superano 
la prima dimensione , apparterrà sempre ad un piano. 

. &'iSiA il centro di una sfera (Fig. 54} > la distanza AM di 
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un punto qualunque M della di lei superficie al centro è egua- 
le al raggio a della sfera: ma AMz^/^ix^'k-y^^z*); dunque 
l'equazione della superficie sferica sarà a7^-+-y'H-2^^:a* . 

Sia A il centro della base di un cilindro retto posata sul 
piano della Tavola; è evidente che le perpendicolari MQ tirate 
di tutti i punti della superfìcie caderanno sulla circonferenza 
della base. Quindi, chiamato a il raggio della base, Tequazio* 
ne della superficie cilindrica sarà ^^-f-j»=:a». 

Situata la base di un cono retto sulla Tavola, .ed il centro 
di essa in ^, se da un punto qualunque M della superficie si 
tira sulla base la perpendicolare MQ, sarà ^Q=q/(ar'-f-y') il 
raggio del cerchio parallelo alla base, e corrispondente al pun- 
to M. Ma questo raggio sta a quello della base che chiameremo 
a, come l'asse del cono, che diremo b, meno la distanza QM 
all'asse medesimo. Quindi l'equazione della superficie conica 
sarà a*(i— 2)*=i*(x«-f-y*), e prese le coordinate dal vertice del 
cono, ed il piano delle x ed y parallelo alla base, l'equazione 
para a"j5*:=i2(j:»-Hy»). Di qui abbastanza apparisce, come dal- 
lo date proprietà di una superficie si possa ricavare la di lei 
equazione. 

Data l'equazione di una superficie (Fig.Só) tra le coordi- 
nate AP{x), PQ(y)i QM{z)y se in luogo delle coordinate AP ^ 
PQ .vorremo prendere le CP*(x*)^ P'Qiy') situate nel medesimo 
piano, facendo CAz=:c ^ e l'angolo PCP'Tzia avremo 
a:r:c— ^'cos.a— ;y'sen.a, j=y'co8.a— jp'sen.a. Se adesso vogliamo 
passare dalle coordinate CP ^ P'Q, QM alle coordinate CP\ 
P'Q\ QM, ove FQ' è presalo un nuovo piano CFQ', l' incli- 
nazione del quale sul piano della Tavola, cioè l'angolo Q'P'Q^ 
=i9, e ponghiamo CP'=t, FQzzu, Q'Mz=r; condotta Q'i? per- 
pendicolare a P'Qt e Q'S perpendicolare a QAf , avremo 
P'Rrzucos |9 , Q'jRzrusen.^ , SMzzrcos.^ , Q'Snrsen.^ ; onde 
x'zzt, y'i=acos.{^— rsen.jJ, zzzuseh, ^-^^cos. ^ . Sostituendo i valo- 
ri di x' e di y' in quei di :p e di j avremo 

^=:c— /cos.o — ^zisen.aXcos.^-i-rsen.aX^cn.^, 
jnwcos.aXcos./?— rcos.aXsen./?— f8en.«, 
is=i<sen .^-f-rcos. /? . 
Posti questi valori nella equazione della superficie avremo 
Tequazione della medesima tra le coordiaate CP* , P'Q* 9 QM ^ 
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Adesso nel nuovo piano potremo variare la posizione delle coor- 
dinate CP* ^ P'Q' 9 ed otterremo l'equazione generale della su- 
perfìcie riferita a qualunque piano. Ma qualsivoglia permuta- 
zione di coordinate si faccia , nella equazione della superficie si 
manterrà sempre il medesimo numero di dimensioni» che si tro- 
vava in principio nell'equazione tra :r, y, e z. Questa costanza 
^1 dimensioni ci somministra il modo di dividere le superficie 
in ordini, l'ordine essendo eguale alla massirna dimensione, che 
neir equazione della superficie formano le variabili. 

Alcune volte toma conto di rappresentare le superficie per 
la relazione, che passa tra la retta ^Af (Fig. 54) che da un pun- 
to qualunque M va ad un punto fisso A, tra l'angolo MAQ 
che la retta AM forma con un piano fisso APQy e tra l'angolo 
QAP che nel medesimo piano, forma la retta AQ con una 
retta AP data di posizione. Se si pone la retta AMzzr, l'an- 
golo PAQzzpy e l'angolo Q^3f:=<jr , data l'equazione tra le 
coordinate ^P, PQ, QM ^ se ne ricaverà facilmente l'equa- 
zione tra le variabili r^ p^ q. Infatti AfQ-zz^-ursen.y , 
AQ=jrco%.g , -4P=:n=:.-iQcos.^=rco8.7>Xco8.y, PQ=y 
z:zAQ^eu,pzi:r8eD,py(,cos,q . Viceversa data l'equazione tra r, /?, 
e jT, se ne dedurrà quella tra a:, y, e 2?, se si porrà 

io5. 

Se nei valori precedenti di x, j, e z espressi per /, a» ed r 
facciamo r=x>, avremo 

.x=c— /COS. «— wsen . «Xcos.^ , 

3*=zucos.aXco8./?— /sen.a , 

zim^sen./?, 
ì quali valori sostituiti nella equazione della superficie ci da- 
ranno una equazione tra t ed u . Ma se facciamo (Fig. 56) 
MQ'=:r=:o abbiamo i punti della superficie, che sono situati nel 
piano CP^Q': dunque quella equazione tra t ed u apparterrà a 
lutti j punti della superficie che sono nel piano CP'Q\ cioè al- 
la sezione che nella superficie forma il piano CP'Q' , Abbiamo 
così la maniera di trovare quali curve siano formate nelle su- 
perficie dai piani, che in qualunque modo le taglino, lo che 
giova assai per la cognizione delle superficie curve. 
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Nella superficie sferica abbiamo a?«-+^*-HB*=ra* ; dunqae 
r equazione oella sezione sarà 

/•-w/^^acfcos.a— .aca»en.aXco8.^-4-c»=ia* , 
la quale appartiene al cerchio» come vedremo facendo 
^=y7-4-ccos.c»^ ii=jrH-C6eQ.aX<^08./$ , perchè allora quella equazio- 
ne diventa /7>-4-9^=tf '— c^sen.a^X^^o.^^ . 11 raggio di questo 

cerchio sarà [/(a^— c^sen.a^X**»-!?") » «d il di lui centro si tro- 
verà ove /z=cco8.a , ed ii=c8en.»X<^os.^ . Se sarà a<csen.aX8en.^y 
il raggio diventerà immaginario, ed il piano non incontrerà la 
sfera. Se a=csen.aXsen./7, il raggio sarà zero, ed il piano in* 
centrerà la superficie in un sol punto , cioò si^rà tangente di essa . 
La superficie cilindrica ha per equazione x'^^^zza^ ; quin- 
di l'equazione della sezione sarà 

f>-»-tt>cos.|y*— 2c^os.a«-2C£isen.aX<^os.|?-4-c^=a*» 

la quale posto /=j9-f-ccos.a > i/=:;-«-c ^ diventa 

^A^aeo8.^*rra^ 9 equazione dell'ellisse. Se ^=0, cioi se il 
piano secante è parallelo alla base, questa ellisse diventa un 
cerchio dell'equazione /i^-i-jr^rra*, cioè un cerchio eguale alla 
base. Se cos.^rro, cioè se il piano è perpendicolare alla base» 
abbiamo l'equazione f*— ac^cos.ccz^r»— e* , cioè 
ft=ccos.a±:|/(a«-^»sen.a*); la quale ci dà due rette perpendn 
colari alla base se a>c8en.a, una sola retta se a=:c8eu.ay e ci 
mostra che il piano non incontra la superficie se a<csen.a, cioè 
se il l'aggio della base è minore della distanza del piano dal cen- 
tro della base: 

L'equazione a*(i— z)»=::Ja(a;«-»-ya) della superficie del co- 
no retto ci darà per l'equazione della sezione 

r*-Htt»fcor^*— jj-8enI^»j-acfcos.a--aa[^ 



Questa equazione appartiene alla parabola se tang.^=:— » cioè 

«e l'angolo d'i nel inazione del piano secante è eguale all'angolo 
ehe forma un lato del cono con la base ; all' iperbola se 

tang.i?>-j^, ed all'ellisse se tang.^<— . Questa ellisse diventa 

un cerchio se tang.|7i=0y cioè se il piano secante è parallelo al- 
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la base • Inoltre quella equazione si risolve in due fattori razio- 
naìì, quando tang.^=— ^> cioè quando il piano secante pas- 
sa pel vertice del cono . Questi due fattori sono 

tHjy(a>--i<»sen.a>) ( > ^ — i)«^ccos.as:o , 

"^^ ^V(^«-4^»sea.aa) / 

r— 1/(«*— c*sen.aa) f^^ ==—— i )— ccos.strro , 

e ci danno due rette, le quali s'intersecano nel vertice del cono 
quando A>csen.a, ed una sola retta quando a:=csen.a. Ma al- 
lorché a<csen.a, queir equazioni non possono sussistere che 
nel caso di /^ccos.a, ed ttr:j/'(i»-i-c* sen.a*) , e ci danno un 
puntoselo, che è il vertice del cono. Combina tutto questo 
con ciò che altronde sappiamo delle sezioni coniche. 

106. 

Supponghiamo adesso che una superficie curva sia tagliata 
da un'altra superficie curva, la sezione non sarà più situata in 
un piano, e si chiamerà perciò una linea di doppia caricatura: 
e per esprimere la natura di questa curva non basteranno due 
sole coordinate, come quando la curva è tutta in un piano, ma 
saranno necessarie tre coordinate . Una equazione tra tre coordi^* 
nate non appartiene alla sola curva di doppia curvatura , ma a 
tutti i punti della superficie, irt cui essa è riposta. Nella super^» 
ficie la PQsry (Pig. 57) può esser qualunque; nella curva di 
doppia curvatura la'PQ dev'esser tale, che corrisponda alle pe^ 
pendicolari z=:ilfQ tirate dai soli punti della curva, non alle 
altre tirate dagli altri punti della superficie. Quindi non solo 
la z dev' essere una funzione di x ed y; ma anche la y dev'esse- 
re una funzione di x . Perciò per la curva di doppia curvatura 
devono esser date due equazioni' tra :r, j, ìb, che saranno quel* 
le delle due superficie che sì tagliano. Infatti siccome i punti 
della curva sono comuni ad ambe le superficie; così per questi 
punti devono aver luogo insieme l'equazioni delle due superfi- 
cie. Se dalle due equazioni tra x, y, z elimineremo la z avre- 
mo una equazione tra ^ ed j , la quale ci darà il rapporto tra 
AP e PQ. Questa equazione rappresenterà una curva QR nel 
plano delle a? ed j, da ciascun punto Q della quale tirata al 
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piano una perpendicolare QM eguale al corrispondente valore 
di z, il punto M sarà nella curva di doppia curvatura. 

La curva QR, che è la traccia di tutte le perpendicolari ti- 
rate sul piano. P-4P' dai pimti della linea di doppia curvatura, 
si chiama la projezione di questa linea nel piano delle x ed y. 
Se eliminassimo x invece di Zy avremmo una equazione tra y e 
Zy che esprimerà la projezione Q^R* fatta nel piano P'AS delle 
y e z. Così pure eliminando y avremo l'equazione della proje- 
zione ne! piano Pj4S delle x e z. Due proiezioni QR , Q'ÌV co- 
nosciute bastano per determinare la linea di doppia curvatura; 
poiché presa APzzx » PQ ci darà il valore, di. j , e prese AP'^zPQy 
P^Q ci darà il valore di «: o sia prese PQed AP" eguali, e dai 
punti Q^ Q' inalzate ^i respettivi piaui le perpendicolari QM , 
Q'My esse s'incontreiranno nel punto M della linea di doppia 
curvatura. 

Date adunque due superficie espresse con le medesime 
coordinate ^, j, e js, le quali si taglino , per determinare la se« 
ztone si elimini la js dalle due equazioni, e si avrà Tequazìone 
della projezione QR della cercata sezinpe.. Se questa equazione 
fosse impossibile, com'è la seguente :j;*-»-y*-4-a*=20, ciò sareb- 
be un segno che le due superfìcie mai non s'incontrano. Se la 
projezione si riducesse ad un punto , ciò indicherebbe che le su- 
perficie si toccano nel punto corrispondente. 

Quando due superficie curve si tagliano, la loro sezione è 
per lo più una linea di doppia curvatura; può darsi però qual- 
che volta, che questa sezione sia upa linea di semplice curva- 
tura, cioè che sìa tutta situata in un piano i Per giudicar di ciò 
si elimini la js da una dell'equazioni delle due superficie, e 
dall'equazione mz-i-i»^-»^j-»-jf:=o di qualunque piano, o sia si 

sostituisca in quella equazione — ^C-Ii in luogo di «, e si 

osservi se determinate in qualche modo le quantità m^n^p, e 
q l'equazione trovata tra a? ed j sia l'equazione medesima del- 
la projezione QR. Se ciò succede, la sezione sarà tutta situata 
nel piano assunto: altrimenti la sezione sarà una linea di dop- 
pia curvatura . 

Si cerchinole intersezioni di due superficie sferiche espres- 
se dall'equazioni ar^-Hy^-f-z^rra», (A.+^)a-H(c-i-;y)^-*-(c-*-z)^i=/*-. 
Eliminauiio z avremo l'equazione 
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ove r^^f^ — a*— i"— c*-*-c* . Se adesso nella equazione 
-pa-#-ya^-5a-— ^a sostituiamo il valoro di «=— Z*"^^ avremo 



Questa equazione si rende affatto simile alla precedente , se si 
prende mziiìe, n=z%b ^ pz^2,c y jrz— r* : dunque la comun sezione 
delle due superficie sferiche cade in un piano , che ha per equa- 
► zìone atf«-i-aia:-*-acy— r^rso . 

Sian date l'equazioni fl«(ft—2)^=6»(a?a-Hy») della superfi- 
cie del cono retto , e (c-f<r)a-H(rf-i-y)»=ea per la superficie del 
cilindro retto : la seconda equazione sarà la medesima che la 
proiezione nel piano delle a: ed j . Ora se sostituiamo il valore 

di g=>- "^'^P^'^i nell'equazione, della superficie conica, a- 
rremo 

Ma qualunque valore si dia ad m^n.p , e q , questa equazione 
non diventa mai quella della projezione; perciò la sezione del- 
le date superficie cilindrica e conica non è situata in un piano, 
ma è una linea di doppia curvatura. 



Fine del Tomo Primo . 
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